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அணிந்துரை 


திரு. இரா. நெடுஞ்செழியன்‌ 
(தமிழகக்‌ கல்வி அமைச்சர்‌) 


தமிழைக்‌ கல்லூரிக்‌ கல்வி மொழியாக ஆக்கிப்‌ பதின்மூன்‌ 
ரண்டுகள்‌ ஆகிவிட்டன. குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில்‌ பி.ஏ. வகுப்பு 
மாணவர்கள்‌ தங்கள்‌ பாடங்கள்‌ அனைத்தையும்‌ தமிழிலேயே கற்று 
வந்தனர்‌. 1968ஆம்‌ ஆண்டின்‌ தொடக்கத்தில்‌ புகுமுக வகுப்பிலும்‌ 
ம.0, 1969ஆம்‌ ஆண்டிலிருந்து பட்டப்படிப்பு வகுப்புகளிலும்‌ அறி 
வியல்‌ பாடங்களையும்‌ தமிழிலேயே கற்பிக்க ஏற்பாடு செய்துள்ளோம்‌. 
4 தமிழிலேயே கற்பிப்போம்‌ ? என முன்வந்துள்ள கல்லூரி ஆசிரியர்‌ 
களின்‌ ஊக்கம்‌; பிற பல துறைகளிலும்‌ தொண்டு செய்வோர்‌ இதற்‌ 
கெனத்‌ தநீத உழைப்பு, தங்கள்‌ சிறப்புதீ துறைகளில்‌ நூல்கள்‌ எழுதிதீ 
தர முன்வந்த நூலாசிரியர்கள்‌ தொண்டுணர்சீசி இவற்றின்‌ காரணமாக 
இத்‌ திட்டம்‌ நம்மிடையே மகிழ்சீசியும்‌ மனநிறைவும்‌ தரதீதக்க 
வகையில்‌ நடைபெற்றுவருகிறது. இவ்வகையில்‌, கல்லூரிப்‌ பேராசிரி 
யர்கள்‌ கலை, அறிவியல்‌ பாடங்களை மாணவர்கீகுதீ தமிழிலேயே பயிற்று 
விப்பதற்குத்‌ தேவையான பயிற்சியைப்‌ (பெறுவதற்கு மதுரைப்‌ 
பல்கலைக்கழகம்‌ ஆண்டுதோறும்‌ எடுத்துவரும்‌ பெருமுயற்சியைகீ 
குறிப்பிட்டுச்‌ சொல்லவேண்டும்‌. 

பல துறைகளில்‌ பணிபுரியும்‌ பேராசிரியர்கள்‌ எத்தனையோ 
நெருக்கடிகளுக்கிடையே குறுகிய காலத்தில்‌ அரிய முறையில்‌ நூல்கள்‌ 
எழுதித்‌ தந்துள்ளனர்‌. 

வரலாறு, அரசியல்‌, உளவியல்‌, பொருளாதாரம்‌; ததீதுவம்‌; 
புவியியல்‌, புவியமைப்பியல்‌) மனையியல்‌, கணிதம்‌, இயற்பியல்‌, வேதி 
யியல்‌, உயிரியல்‌, வானியல்‌, புள்ளியியல்‌, விலங்கியல்‌, தாவரவியல்‌, 
பொறியியல்‌ ஆகிய எல்லாதீ துறைகளிலும்‌ தனி நூல்கள்‌; மொழி 
பெயர்ப்பு நூல்கள்‌ என்ற இரு வகையிலும்‌ தமிழ்நாட்டுப்‌ பாடநூல்‌ 
நிறுவனம்‌ வெளியிட்டுவருகிற த. 

இவற்றுள்‌ ஒன்றான * வகைக்கெமுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ (பகுதி 1)? 
என்ற இந்நூல்‌ தமிழ்நாட்டுப்‌ பாடநூல்‌ நிறுவனதீதின்‌ 482ஆவது 
வெளியீடாகும்‌. கல்லூரிதீ தமிழ்க்‌ குழுவின்‌ சார்பில்‌ வெளியான 36 
நூல்களையும்‌ சேர்த்து இதுவரை 517 நூல்கள்‌ வெளிவந்துள்ளன. இந்‌ 
நூல்‌ மைய அரசு கல்வி, சமூக நல அமைச்சகதீதின்‌ மாநில மொழியில்‌ 
பல்கலைக்கழக நூல்கள்‌ வெளியிடும்‌ திட்டதீதின்‌ கீழ்‌ வெளியிடப்படுகிற து. 

உழைப்பின்‌ வாரா உறுதிகள்‌ இல்லை; ஆதலின்‌; உழைத்து 
வெற்றி காண்போம்‌. தமிழைப்‌ பயிலும்‌ மாணவர்கள்‌ உலக மாணவர்‌ 
களிடையே சிறந்த இடம்‌ பெறவேண்டும்‌. அதுவே தமிழன்னையின்‌ 
குறிக்கோளுமாகும்‌. தமிழ்நாட்டுப்‌ பல்கலைக்கழகங்களின்‌ பல்வகை 
உதவிகளுக்கும்‌ ஒதீதுழைப்புக்கும்‌ நம்‌ மனம்கலந்த நன்றி உரியதாகுக. 
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(Introduction) 


1-1. முன்னுரை 


இயற்‌ கணிதத்திலும்‌ நுண்‌ கணிதத்திலும்‌ ர - 4) என்பது 
போன்ற சார்புகளைப்பற்றி நாம்‌ பல கோணங்களில்‌ மார்தீதிருகீ 
கின்றோம்‌. இச்‌ சார்பை ((௫,ர) = 0 என்ற வகையிலும்‌ எழுதலாமென 
நமக்குதீ தெரியும்‌. (சழ) - 0 என்ற சமன்பாட்டில்‌ சில மாறிலிகள்‌ 
தோன்றக்கூடும்‌ ; அப்படிப்பட்ட மாறிலி ஒன்று எனக்‌ கொள்வோம்‌. 
இச்‌ சமன்பாடு கொண்டு, ருஇன்‌ மதிப்பை 2இன்‌ சார்பாக நாம்‌ 
கண்டால்‌, இன்‌ மதிப்பில்‌ உம்‌ தொடர்பு கொண்டிருக்கும்‌. 
(எ.கா. லூ = கேர). இப்போது மக்கு வெவ்வேறு மதிப்புக்‌ 
கொடுப்போமானால்‌, அந்தந்த எக்குரிய ஒரு ரமதிப்பு பெறப்படும்‌. 
எனவே முக்கு கஉடனும்‌ தொடர்புண்டு என்பதை நாம்‌ ஏற்கும்போது; 
மேற்கூறிய சமன்பாட்டை 


¢்‌ (x, Ya) = 0 sooo (1) 


என எழுதுவதும்‌ ஏற்புடையதாகும்‌. இந்தச்‌ சமன்பாடு (1) கொண்டு; 
வக்கு உரிய மதிப்புக்குப்‌ பொருதீதமான ரூக்‌ காண மற்றோர்‌ சமன்‌ 
பாடும்‌ பெறலாம்‌. (1)இல்‌, இரு பக்கங்களுக்கும்‌ ஓட்டிய முழு வகைக்‌ 
கெழு காண்போமானால்‌ 


op ௦0 dy _ 
2x * dx = 0 soos (2) 
இங்கு மரபுப்படி கடம்‌ 08 09ம்‌ முறையே மூ என்ற சார்புக்கு ஐ 


ஓட்டிய, ர ஒட்டிய பகுப்பு வணங்கவும்‌ 
1581—1 


2 வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


இப்போது (1), (2) என்ற இரு சமன்பாடுகளுக்கு மிடையே ௨ என்ற 
மாறிலியை நீக்குவோமானால்‌; நமக்கு 


ரீ (2 ys ம) = 0 sooo (3) 


என்ற ஒரு சமன்பாடு-கிடைக்கும்‌. இப்போது ரீ என்ற சார்பமைப்பு இ 
என்ற சார்பமைப்பைப்‌ பொருதீதேயிருக்கும்‌. சமன்பாடு (1) வழியாகப்‌ 
பெறக்கூடிய எல்லா ர மதிப்புகளையும்‌ சமன்பாடு (3) தன்னகத்தே 
தாங்கி நிற்கிறது. மேலும்‌ நாம்‌ (1), (2) என்ற இரண்டு சமன்பாடு 
களையும்‌ ஒருங்கே கொண்டு (3)2ப்‌ பெறும்‌ காரணத்தால்‌ ஓ (ஐ,$,) = 0 
என்ற சமன்பாட்டில்லக்குப்‌ பதிலாக 5 அல்லது அல்லது எந்த ஒரு 
மாறிலி இராசி இருப்பினும்‌ இன்‌ எந்த மதிப்புக்கும்‌ (3) பொருந்தும்‌) 
ஏனெனில்‌ அம்மாறிலியை அறவே விலகீகிவிடுகிறோம்‌ ; படிப்படியாக 
விலக்கும்‌ முறையும்‌ மாரறாதிருக்கும்‌ எனக்‌ கண்டுகொள்க. 


எடுத்துக்காட்டு: ஜூ? - யல எனக்‌ கொடுக்கப்பட்டூுள்ள த 
வகைக்கெழு காண 


dy dy 
றெ? 3y2—— = 3 தாக்‌ 
சழ ௫ கே( ர்க்‌) 


என்ற சமன்பாடு கிடைக்கப்பெறும்‌. எனவே 


2-3 _ மம... 
y 
3 2 y2 — 3 டக 
(க 3 எனி (yr, 
62 நீக்க 
x+y xy 
dy 
2 y2 5 வட்‌ 
3 (= ty த; yz a 
அதாவது 


dy dy 
x24 3 ( 5] = 3 ( 2 டமி 
499) (ர்க zy ( x+y வத்‌ 
இதைச்‌ சுருக்கி இடம்‌ மாற்றி எழுதினால்‌ 
8 
த (2335) ry மூ3-229)20 coo ooo (TL) 
என்ற ஈ தொடர்பற்ற சமன்பாடு கிட்டுவதைக்‌ காண்க. 


மேலே கூறியபடி, க்குப்‌ பதிலாக 6, ௦ 4;..என்ற எந்த மாறிலி 
இருப்பினும்‌, அதை விலக்கும்‌ முறையும்‌ ஒன்றே, விலக்கிப்‌ பெறப்படும்‌ 
சமன்பாடும்‌ ஒன்றேயெனக்‌ காணலாம்‌. 


தோற்றுவாய்‌ 3 


இவ்வாறே ¥ (2, ர; 6) =0 என்ற வகையில்‌ ரன்‌ மதிப்பு, 
௨, என்ற இரண்டு வெவ்வேறு மாறிலிகளோடு தொடர்பு பெற்றிருப்‌ 
பின்‌, பின்‌ வரும்‌ முறைப்படி; ௨, 6 என்ற இரு மாறிலிகளும்‌ விலக்கப்‌ 
பட்ட ஒரு சமன்பாட்டினைப்‌ பெறலாம்‌. 
1 (2 1, A, D) — (] sooo (4) 
(4)இல்‌ இரு முறை, ஒன்றன்‌ பின்‌ ஒன்றாக ¥ இன்‌ லஓட்டிய முழு வகைக்‌ 
கெழு காணில்‌ 
டச்‌ dy _ 
. Ox ஜ்‌ கவ ‘oy தா - 5௧௭ (2) 
எனவும்‌, 
ப்‌ 2 
0x2? gxdy dx Oy’ ‘dex Oy dzx2 
- எனவும்‌ இரு சமன்பாடுகள்‌ பெறப்படும்‌. (4), (3), (6) என்ற மூன்று 
த்‌ ஐ, 6 இரண்டையும்‌ விலக்கினால்‌ 


d2y 
F (9. 1 75 ந்த 2 } ஆணை 0 000 9 (7) 


என்று ஐ, 6 இரண்டும்‌ நீங்கியதோர்‌ சமன்பாடு கிடைக்கும்‌. 





0 (06) 


எடுத்துக்காட்ட: ஐ$-௦௪-466” veo oo (A) 


எனக்‌ கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. தொடர்ச்சியாக ஐஓட்டிய வகைக்‌ 
கெழு காணின்‌ 


yt ப னை! ae —be™ soos (B) 


—— மா 1] அதர்‌ ஸ்‌ 2 ர்‌” ௨௧, (0) 


(A), (B), (C) என்ற மூன்று சமன்பாடுகளிலிருந்தும்‌ கிங்கு மிக 
எளிதில்‌ ௦, 6 இரண்டையும்‌ நீக்கலாம்‌. (&)இன்‌ வலக்‌ கைப்புறமும்‌ 
(இன்‌ வலக்கைப்‌ புறமும்‌ ஒன்றே. எனவே 


dy ந நே 
LY =~ @ தா 4 ட [11] (12) 


என்ற சமன்பாடு பெறப்படுகிறது. ௦௦ இரண்டிற்கும்‌ எந்த மதிப்பும்‌ 
கொடுத்து ரூப்‌ பெற்றால்‌ அந்த ரஆனது (D)இல்‌ அடங்கியுள்ளது. 
இந்த முறையைத்‌ தொடர்ந்து பயன்படுத்தினால்‌ 
H (9 Y; Ajj Uy ose y 6) ௯ (0) 11 8) 


4 வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


என்ற சமன்பாட்டிலுள்ள 6 6, ஒடி பே எனப்படும்‌ ௩மாறிலிகளையும்‌ 
நீக்கிய ஒரு சமன்பாடு 


dy dy d"y 
ச்‌ (௬, 39 ல்‌ dr? 2869 |! = ase (9) 


என்ற அமைப்பில்‌ பெறக்கூடும்‌. 


குறிப்பு: இப்பொழுது கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு மழ) = ௮ 
என இருப்பின்‌, அதாவது முற்றிலும்‌ ஐ; ருஆல்‌ மட்டுமே அமைந்த 
ம (ஐ, 4) என்ற சார்பு ஒரு மாறிலிக்குச்‌ சமம்‌ என்றிருப்பின்‌, 


Ow, Ou dy ._ 
22 Oy dr = 0 ௦௨0) 


என்ற சமன்பாடு ௨ நீங்கலாகப்‌ பெறப்படுகிறது, 


எடுத்துக்காட்டு: ஐ24 2 = ௮2 எனக்‌ கொடுக்கப்பட்டால்‌, வகைக்‌ 
கெழு காண 


24 0 


2233 “5 


அல்லது 
d 
wry த ௮௬ ( sos sor (E) 


என்ற இன்‌ சார்பற்ற, சமன்பாடு நேரடியாகவே கிடைக்கப்‌ 
பெறுகிறது. க்குரிய எல்லா மதிப்புகளுக்கும்‌ (£) என்ற சமன்பாடு 
ஒரு வட்ட இனத்தைத்‌ தருகிறது; ஆய ஆதி மையமாக, எந்த 
ஆரமுடையதாயினும்‌ அக்குடும்பதீதின்‌ வகைக்கெழுசீ சமன்பாடு 
dy _ 
ry ன — 0 
எனவாகின்றது. 


1-2. முன்‌ பதீதியில்‌ (3), (7); (9), (10) என்ற பொது அமைப்பில்‌ 
உள்ளவை யாவும்‌ வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ எனப்படும்‌ ; குறிப்பாக 
(1), (), (£) என்பவையும்‌ வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகளாகும்‌. 

(]) குறிக்கும்‌ சமன்பாடு லூ ழூ ௫ கேலர என்ற குடும்பத்தையும்‌, 

ம) குறிக்கும்‌ சமன்பாடு ஜழ=0௪ூ4 ௪” என்ற குடும்பத்தையும்‌, 


பொதுப்படக்‌ குறித்து நிற்பனவாம்‌; இங்கு ௭, 5 எம்மதிப்புகளேனும்‌ 
ஏற்கலாம்‌. 
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(1) என்பது (3)ன்‌ தீர்வு 
(4) என்பது ()ன்‌ தீர்வு; 
(8) என்பது (இன்‌ தீர்வு; 


எனப்படும்‌. அதாவது ஒரு வகைக்கெழுசீ சமன்பாட்டுக்குதீ தீர்வு 
காணுதல்‌ எனில்‌ அசீசமன்பாடு எந்த முதற்‌ சமன்பாட்டிலிருந்து 
கிடைதீததோ அம்முதற்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடிப்பதாகும்‌; அதாவது 
தீர்வில்‌ வகைக்கெழுக்கள்‌ தோன்றாமல்‌ மாறிகளுக்கிடைப்பட்ட 
தொடர்பு மட்டுமே பெறப்படும்‌. 


1-8. (1) இலிருந்து (3)லகீ காணும்போது ஒரு மாறிலி விலக்கப்‌ 
பட்டது; மறுதலையாக (3)இலிருந்து (1) கீ காண்போமானால்‌, தீர்வில்‌ 
ஒரு மாறிலி நுழையும்‌ என்று எதிர்பார்‌ கீகலாமல்லவா$ அதமாதிரியாக, 
மாறிலிகள்‌ உள்ள ஒரு சமன்பாடு கொண்டு ௩வது வகைக்கெழு 
வரையில்‌ கண்டு, கொடுக்கப்பட்ட முதற்‌ சமன்பாட்டையும்‌ மேலும்‌ 
வகைக்கெழுக்கள்‌ உள்ள நசமன்பாடுகளையும்‌ கொண்டு, மாறி 
லிகளை நீக்கி ஒரு ௩ வரிசைச்‌ சமன்பாட்டைப்‌ பெறுவது போல, ஒரு 
வரிசைச்‌ சமன்பாட்டிலிருந்து அதன்‌ முதற்‌ சமன்பாட்டுக்கு அல்லது 
வகைக்கெழுக்கள்‌ நீங்கிய திரீவுக்குச்‌ செல்லும்போது முறையாக 
௩ மாறிலிகள்‌ தீர்வில்‌ நுழைவதை நாம்‌ எதிர்பார்க்க வேண்டுமல்லவா £ 


எப்படி இம்மாறிலிகள்‌ வகைகீகெழுசீ சமன்பாட்டுதீ தீர்வுகளில்‌ 
நுழைகின்றன என்பதை நாம்‌ எளிதில்‌ காணலாம்‌. எடுதீதுக்காட்டாக 
ழ்‌ சே; ஏ; ௦) 0 என்ற சமன்பாட்டிலிருந்து ௨8 நீக்கிய பின்‌ கிடைக்கப்‌ 
பெறும்‌ வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடு 


Mi + N=0 
da 
என்று கொள்வோம்‌. MM, N இரண்டும்‌ 2, ப என்ற 
மாறிகளைக்‌ கொண்ட சார்புகள்‌. இயற்கணித முறைப்படி 
ற (2,0) - 0 என்பது ஒரு வளைவரைக்குரிய சமன்பாடு ; வகை 


நுண்‌ கணிதப்படி, dy என்பது அவ்‌ வளைவரைக்கு (சழ) என்ற 


dz 
புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌ தொடு வரையின்‌ சரிவு (ஓஈradient = tan). 
dy க ர உட டு ட MN, 
M-+N - 0 என்பதற்கொப்ப த ரர? 


இப்போது ரஅசீசின்மேல்‌ 4 (0,ம) என்ற ஒரு புள்ளியை எடுத்துக்‌ 
கொள்வோம்‌. (ர என்ற மதிப்புகளை இல்‌ ஈடுசெய்தால்‌ 
நமக்குக்‌ கிடைக்கும்‌ மதிப்பே 4 (0, 3)இல்‌ அவ்வளைவரையின்‌ சரிவு; 


௦ வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


எனவே அந்தச்‌ சரிவுடைய ஒரு கோடு (0, முகில்‌ வரைந்து; மிகசீ 
சிறிதுதூரம்‌ அகீகோட்டின்‌ மேற்‌ செல்வோம்‌ ; அடுத்த புள்ளி (எப ரபிக்‌ 


குரிய மதிப்புகளை 5ல்‌ ஈடுசெய்தால்‌, நமக்கு மற்றொரு மதிப்புகீ 


கிடைக்கும்‌ ; அம்‌ மதிப்பே ௮ (2 றுபிில்‌ அவ்‌ வளைவரையின்‌ சரிவு ; 
அச்‌ சரிவுடைய ஒரு கோடு (ஏ, ரபி இல்‌ வரை. இவ்வாறாக அடுதீதடுதீத 
புள்ளிகளில்‌ கோடுகள்‌ வரைந்து, சிறிது சிறிது தூரமாகச்‌ செல்லலாம்‌. 
நாம்‌ ஒவ்வொரு முறையும்‌ செல்லும்‌ தூரம்‌ மிக நுண்ணிதாக ஆக, 
நமக்கு ஒரு வளைவரை கிடைக்கும்‌. அவ்‌ வளைவரையின்‌ சமன்பாடு, 
நா டர 0 
dz 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தீர்வாக அமையும்‌. அவ்‌ வளைவரைக்குரிய 
ஒரு திட்டமான சமன்பாடு ச்‌ சார்ந்ததாய்‌, 


H(z, பத்‌] 4 -- 0 


என்ற அமைப்பில்‌ இருக்கும்‌ ; ஏட என்பது இன்‌ மூ ஆயதீ தொலை தூர 
மாகும்‌. க்குப்‌ பதிலாக A, (0, ரு) என்ற மற்றொரு புள்ளியை பூ 
அச்சின்‌ மேல்‌ எடுதீதுக்கொண்டு முன்கூறியபடி வளைவரை வரையக்‌ 
கூடுமல்லவா £ அவ்‌ வளைவரைக்குரிய ஒரு திட்டமான சமன்பாடு ர; 
சார்‌ நீததாய்‌ 


F (ஐ) y, 30 = 0 
என்ற அமைப்பில்‌ இருக்கும்‌. இதேபோல்‌ As (0, Yz); A, (0, 3720) ௧௯ ம்‌ 


என அச்சின்‌ மேல்‌ வெவ்வேறு புள்ளிகள்‌ எடுத்து, MEY+N =0 


என்ற சமன்பாட்டைச்‌ சரியாக்கும்‌ வகையில்‌ எண்ணற்ற வளைவரைகள்‌ 
வரையலாம்‌. அவை ம்‌ ல, 9 32) — 0, F (2, y; 1/3) = 0 என்ற 
வகையில்‌ ஒரு; ஒரே ஒரு மாறிலியை ஏற்று நிற்கும்‌. அவ்‌ வளைவரை 


ள்‌ dy ஆ 
களெல்லாம்‌ து சாதகவ்‌ = 0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ பல்வேறு தீர்வு 


களாகும்‌ ; ஏனெனில்‌ அவை அசீ சமன்பாடான 
d 
d 
என்ற அடிப்படையில்‌ பெறப்படுகின்றன. ஓவ்வொரு புள்ளி வழியாகச்‌ 
சாதாரணமாக ஒரே ஒரு வளைவரைதான்‌ செல்லும்‌. எனவே 
dy தி ்‌ ட்‌ ச 
M +N - 0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வில்‌ ஒரு மாறிலி அழைந்து 
நிற்கும்‌. ஆனால்‌ வளைவரையும்‌, (அச்சும்‌ வெட்டுமிடத்திற்குரிய நூ 
ஆயத்‌ தொலையானது அம்மாறிலியாயிருக்கும்‌ எனக்‌ கூற முடியாது. 


M IAN =0 
[9 7] 
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18-1. இதுவரை நாம்‌ ஏற்று ஆய்ந்த சமன்பாட்டில்‌ oH இன்‌ 


மதிப்பு ஒரு குறிப்பிட்ட 3)க்கு ஒரே ஒரு திட்டமான மதிப்பு 
d ட 
அதாவது ல ல்‌ வ ஆகும்‌. 


எடுத்துக்காட்டாக, 2 = ௩0 என்ற சமன்பாட்டை எடுத்துக்‌ 
கொண்டால்‌ 


de 0 y 

என்பதாகும்‌. அதாவது 0Y தளதீதில்‌, உரிய ஐ] அச்சுகள்‌ 
கொண்டு, புள்ளிகளை இடங்‌ குறிப்போமானால்‌, (ஐ) ர என்ற புள்ளியில்‌ 

dy_ =x. 

முட்‌” 
(ஐ ழ்‌ ர கழ என்ற புள்ளியில்‌ 

dy_ (+A) 

yr 





என ஒவ்வொரு புள்ளிக்கும்‌ ஒரே ஒரு oH மதிப்புப்‌ பெறப்படும்‌ ; ஒன்‌ 


றுக்கு மேற்பட்ட oH மதிப்புப்‌ பெறப்படாது. அதாவது எடுத்துக்‌ காட்‌ 
டாக (2, 3) என்ற பள்ளியில்‌ 
dy 2 


——_ 
க்‌ வயம்‌ ட பன 


da 3 
1-3-2. அடுதீதபடியாக, வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடு 


ty \ சம பா 0 
dz 


எனவிருப்பின்‌, கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஐ, ரு மதிப்புகளுக்கு 21 இருமதிப்பு 
x 
களை உடையது. இவ்‌ வகைகீகெழுசீ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு 
C2LCP + Q=0 


(2, Q என்பவை ௭, ரஆல்‌ ஆன சார்புகள்‌ ; என்பது ஒரு மாறிலி) 
என்ற வகையில்‌ பெறப்படும்‌. மாறிலி இரண்டாம்‌ படியில்‌ தோன்றக்‌ 
காரணம்‌ கண்டுகொள்க. இதைப்‌ போல்‌ 


dy 7 ( dy r—1 
ன ரவை M த்‌ 1157. கை 0 
4) 1 a} வ்‌ 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு 
C+ PCA 290 506 +P. =0 


8 வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


2, Pas, P, யாவும்‌ ஐ, ஆல்‌ ஆன சார்புகள்‌ ; C ஒரு மாறிலி). 
மாறிலி ஆம்‌ படியில்‌ தோன்றுவதற்குக்‌ காரணம்‌ கண்டுகொள்‌ ௧. 


எடுத்துக்காட்டு 1: ர2=4௰௰ என்பது 4௪ அலகு செவ்வகலமுள்ள 
ஒரு பரவளையம்‌. ஓவ்வொரு எ மதிப்பிற்கும்‌ ஒவ்வொரு பரவளையம்‌ 
இருக்கும்‌. இப்போது லப்‌ பொருத்து வகைகீகெழு காணின்‌ 


ty Y=4o 


d 

அதாவது லைல்‌ 
என்ற வகைக்கெழுசீ சமன்பாடு கிட்டும்‌. அதாவது க எந்த 
மாநிலியாக இருப்பினும்‌, இப்பரவளையக்‌ குடும்பம்‌, 2 ௫ 4மல என்பது, 


என்ற சமன்பாட்டால்‌ பெறப்படுகின்றது. அதாவது 


இப்‌ பரவளையக்‌ குடும்பத்தின்‌ பண்பு யாதெனில்‌, இதில்‌ எந்தப்‌ 

பரவளையத்திற்கும்‌, எந்த ஓர்‌ இடத்திலும்‌ வரையப்படும்‌ தொடு 
வரையின்‌ சரிவு 

பம அப்புள்ளியின்‌ ரு ஆயதீதொலை 

£2௫ | அப்புள்ளியின்‌ இருமடங்கு ௪ ஆயத்தொலை |" 
எனவே 1 2 என்ற வகைக்கெழுசீ சமன்பாடு, 37-40 என்ற 
பரவளையசீ சமன்பாட்டைத்‌ தனது தீர்வாகக்‌ கொண்டுள்ளது; ௮ எந்த 
மெய்யெண்‌ மதிப்பேனும்‌ ஏற்கலாம்‌ ; ஆனால்‌ அதன்‌ பொதுப்பண்பு, 
மேலே அடைப்புக்குள்‌ குறிப்பிடப்பட்டிருக்கும்‌ பண்பாகும்‌. எனவே 
3. 
dr 2 
யைகீ கொண்ட 24௫ என்ற தொடர்பாகும்‌. 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு, ௩ என்ற ஏதேனுமொரு மாறிலி 


எடுத்துக்காட்டு 2: (ம-௦)34]7--403 என்ற தொடர்பை 
எடுதீதுக்‌ கொள்வோம்‌. இது (ஐ, 0) மையங்கொண்டு 2௮ அலகு ஆரம்‌. 
கொண்டதொரு வட்டமாகும்‌. கஇன்‌ மதிப்பு வேறாக வேறாக, வெவ்‌ 
வேறு வட்டங்கள்‌ கிடைக்கும்‌. ஆனால்‌ அக்குடும்பதீதைசீ சேர்ந்த 
வட்டங்களின்‌ பின்வரும்‌ பண்புகள்‌ எல்லா ௭ மதிப்புகளுக்கும்‌ பொது 
வாக இருப்பதைக்‌ காணலாம்‌. 


தோற்றுவாய்‌ 

1. மையம்‌ ஐ அசீசின்‌ மேல்‌ உள்ளது. 

2. வட்டம்‌ ஐ அச்சை வெட்டும்‌ ஓரிடதீதிற்கும்‌ வட்ட மையதீ 
திற்கும்‌ சரியான நடுவில்‌ ஆய ஆதி உள்ளது. 

இம்மாதிரியாக எதீதனையோ வட்டங்கள்‌ வரையலாம்‌. இப்போது 
இச்சமன்பாட்டின்‌ வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாட்டைக்‌ காண்போம்‌. 

(ஐ)? 422 4௧4 என்பதைக்‌ கொண்டு 2 ஒட்டிய வகைக்‌ 

கெழு காண 


ப d 
26-௧௦) + 3 ட 0 


அதாவது 
்‌ dy 
xg —= ல்‌ ண்ட னைக 


என்ற தொடர்பைக்‌ காணலாம்‌. 42 விலக்க 


அ 22) இல 
(4 2 கீ[ ஏடு 4 

பி இஃ னத்‌ ( 9) 
என்ற வகைக்கெமுச்‌ சமன்பாடு கிடைக்கும்‌. 


அதாவது 
2 
(1) + oxy WY 4220. 
dx d 


> 
dy 

இசீ சமன்பாட்டில்‌ ட.) இன்‌ இருபடி வருவதையும்‌, இதன்‌ தீர்வில்‌ 

[முதற்‌ சார்பான (௫-௮)2ஃ4ழ2=402] க என்ற மாறிலி இருபடியில்‌ 

வருவதையும்‌ காண்க. 


எடுத்துக்காட்டு 3 : 
RY =a" 


என்ற சமன்பாட்டி ற்குரிய வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாட்டைக்‌ காண்போம்‌. 
ஐ ஓட்டிய வகைகீகெழு காண 


dy 
௦ த — 0 
எனக்‌ கிடைக்கும்‌. எனவே 
dy 
ந ௯ 0 


என்ற தொடர்பைப்‌ பயன்படுதீதி 2 நீக்க 


10 வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


dy" dy 
_ 1 ப. 5 0 
க ட ப 


dy 
என்ற வகைக்கெழுசீ சமன்பாடு வருகின்றது. இதில்‌ பட்ட ௩ ஆவது 
ந dx: * 


படியில்‌ வருவதையும்‌ இதன்‌ முதற்‌ சமன்பாடான வலர்‌ இல்‌ 
௨, ௩ஆம்‌ படியில்‌ இருப்பதையும்‌ காண்க. 


1-8-3. வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு காணல்‌ : இயற்‌ 
கணிதத்தில்‌ (1) சாதாரணச்‌ சமன்பாடுகள்‌ (Simple Equations) 
(ஒரு தேராகீ கணியம்‌ ௫ முதற்படியில்‌ மட்டும்‌ வருவத ), (2) அருபடிசீ 
சமன்பாடுகள்‌ (Qபெadratic Equations, ax2+br+c=0 என்ற 
அமைப்பு) என இருவகையான சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வுகளைக்‌ கணிக்கும்‌ 
முறை நமக்குதீ தெரியும்‌. மேலும்‌ முப்படி; நாற்படிச்‌ சமன்பாடுகளை 
(ax’4+bx2tcee+d=0, axt+bxi+cex2+drtre=0) நாம்‌ தீர்தீது 
ஏ மதிப்புகளை அ அதாவது தீர்வுகளைக்‌ - கணிக்கலாம்‌. ந்‌ துபடி; 
அதற்கு மேற்பட்ட படிகளிலுள்ள சமன்பாடுகள்‌, சில திட்டமான 
அமைப்புகளில்‌ இருந்தாலொழிய, அல்லது சில திட்டமான அமைப்பு 
களுக்கு மாற்றியமைக்க முடிந்தாலொழிய, அவற்றினை தீ தீர்தீது இன்‌ 
மதிப்பினைக்‌ காணுதல்‌ இயலாது. எனினும்‌ அவ்விதச்‌ சமன்பாடு 
களுக்குதீ தீர்வுகள்‌ இல்லையென்று கூறிவிட முடியாது. பொதுவாக 
ஒரு ௩ படி இயற்கணிதசீ சமன்பாட்டிற்கு ௩ தீர்வுகள்‌, ௩ தீர்வுகள்‌ 
மட்டுமே (௩ ௨ம்‌ only ௩ roots - மெய்யெண்‌, கற்பனை எண்‌ தீர்வுகள்‌ 
உட்பட) உள்ளன என்பது நிறுவப்பட்டதோர்‌ தேற்றமாகும்‌. இவை 
பற்றி விரிவாக **சமன்பாட்டியல்‌?? என்ற நூல்களில்‌ விரிவாகக்‌ 
காணலாம்‌. (Burnside and Panton : Theory of Equations 
1 & 11 என்பது ஒரு சிறந்த விரிவான நூல்‌). 


மேலும்‌ நாம்‌ வகை நுண்கணிததீதில்‌ எவ்வளவு சிக்கலான சார்பு 
கொடுக்கப்பட்டாலும்‌ (ஐ சார்பில்‌ மாறி, ர சார்புடை மாறி) அதற்கு 


ட * d 
2 ஓட்டிய வகைக்கெழு காணமுடியும்‌, அதாவது ட காணமுடியும்‌. 





எடுத்துக்காட்டாக, ம = 








Vsec x= dh l—-sinVz 


oY A 
என்ற சாரீபிற்கு 3 காணமுடியும்‌. ஆனால்‌ இதன்‌ தொகை காணமுடி 
யாது. அதாவது, 


cot nz 
த கக்கத்‌ lo (_- க்‌ d 
Asec xd 5 1—sin¥z,/ ல 


தோற்றுவாய்‌ 11 


என்பதைக்‌ கணிதீதல்‌ இயலாது. ஆனால்‌ ஒரு தொகை கட்டாயம்‌ 
இருகீகதீதான்‌ செய்யும்‌. முன்‌ குறிப்பிட்ட இடர்ப்பாடுகள்‌ வகைக்‌ 
கெழுச்‌ சமன்பாடுகளைத்‌ தீர்ப்பதிலும்‌ ஏற்படும்‌. கொடுக்கப்பட்ட 
ரீ(ஐ)ழ) -0 என்ற ஒரு சமன்பாட்டிலிரூந்து அதில்‌ தோன்றும்‌ பொது 
மாறிலிகளை நீக்கி அதற்குரிய வகைக்‌ கெழுச்‌ சமன்பாடு காண முடியும்‌. 
ஆனால்‌ இந்த முறையில்‌ பின்னோக்கிச்‌ சென்று ஒரு வகைக்கெமுசீ 
சமன்பாட்டின்‌ தீர்வைக்‌ காண்பது அவ்வளவு எளிதல்ல. ஒரு வகைக்‌ 
கெழுசீ சமன்பாடு மட்டுமே கொடுக்கப்பட்டால்‌, படிப்படியாக 
மாறிலியை நீக்கும்‌ முறைப்படி, பின்னோக்கிசீ செல்ல முடியாது) 
பின்னோக்கிச்‌ செல்வதற்கு ஒருவித முறையும்‌ சாதாரணமாக நமக்குக்‌ 
கிடைக்காது. எனவே சில திட்டமான முறைகளை அறிந்துகொண்டு 
தான்‌ வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வுகளைக்‌ காணமுடியும்‌. 


1-3-4. ஒரு வகைகீகெழுசீ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காணுதல்‌ என்பது 
யாதெனின்‌, கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை உண்மையாக்கும்‌ வகையில்‌ 
ஐக்கும்‌, ருக்கும்‌ உள்ள தொடர்பினைக்‌ காணல்‌: அதீதொடர்பு 
Y= (௫) என்ற முறையிலோ அல்லது ரீ (ஐ, ர) ௫ என்ற முறையிலோ 
கிடைக்கலாம்‌. அல்லது ர ஈ 727(2) மம அல்லது ௨.௮ 717(ம) வீழ 
அல்லது / (0)ி௫ ௫ [மு] என்ற நிலவரை கொண்டுவந்து நிறுத்த 
முடியும்‌. இதில்‌ ரீச்‌ (பெ அல்லது /ீ (ழ்‌ தொகையை 
நேரடிச்‌ சார்புகளாகக்‌ காணமுடியாவிட்டாலும்‌ இந்த அமைப்பில்‌ 
கடைசியாக நாம்‌ தீர்வை எழுத முடியுமானாலே போதுமானது. 


எடுதீதுக்காட்டாக 

மு.க எ ௦௦௧71 (Vzdr என்ற நிலையை எய்திவிட முடியு 
மானாலே வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காணப்பட்டதாகப்‌ 
பொருள்‌; ச ௦௦௧71 (Vர)மஇன்‌ மதிப்பை நாம்‌ நேரடியாகக்‌ 
காணவில்லையெனினும்‌ பரவாயில்லை. மேற்கூறியவற்றில்‌ எது 
நமக்குசீ சாத்தியமென்றாலும்‌ தீர்வு காணப்பட்டதென்பதே பொருள்‌. 


1-4, வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடு--வகைகள்‌ : 

இந்நிலையில்‌ நாம்‌ வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ எவ்வெவ்‌ வகை 
களில்‌ தோன்றும்‌ என்பதைப்‌ பார்ப்போம்‌. விரிவாக, இிருவகைப்பட்ட 
வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ உள்ளன : 


(1) சாதாரண  வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌; (Ordinary 
Differential Equations) 


(2) பகுதி வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ (Partial Differential 
Equations) 


12 வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


முதற்‌ பிரிவில்‌ ஒரே ஒரு சார்பில்‌ மாறிதான்‌ இருக்கும்‌ ; வ 
கெழுகீகள்‌ அந்த ஒரே ஒரு சார்பில்‌ மாறியைதீதான்‌ ஒட்டியிருக்கும்‌. 
ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட சார்புடை மாறிகள்‌ இருப்பின்‌, எதீதனைச்‌ சார்புடை 
மாறிகள்‌ உள்ளனவோ அதீதனை ஒன்றுக்கொன்று தொடர்பற்ற சமன்‌ 
பாடுகள்‌ இருக்கும்‌ (இருக்க வேண்டும்‌). [இயற்கணிததீதில்‌ ஒருங்‌ 
கமைசீ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வுகாண; இரண்டு தேராக்‌ கணியங்கள்‌ 
இருப்பின்‌ இரு ஒருங்கமைசீ சமன்பாடுகளும்‌, ௩ தேராக்‌ கணியங்கள்‌ 
இருந்தால்‌ ௩ ஒருங்கமைசீ சமன்பாடுகளும்‌ காணத்‌ தேவைப்படுவது 
போல]. 


எடுதீதுக்காட்டாக 
+ dy 
(2) EL Ty த்‌ 0 
ட்ட. 822 1 
(1) aT = 8 | நீ சார்பில்‌ மாறி 
2 ்‌ 
yy = t | ஐ, 4 இரண்டும்‌ சார்புடை மாறி 


இரண்டாம்‌ பிரிவில்‌ அதாவது பகுதி வகைக்கெழுசீ சமன்பாடு 
களில்‌, ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட சார்பில்‌ மாறிகள்‌ இருக்கும்‌. குறைந்தது 
இரண்டு சார்பில்‌ மாறிகளும்‌ ஒரு சார்புடை மாறியும்‌ இருக்கலாம்‌. பல 
சார்புடை மாறிகள்‌ இருக்குமானால்‌ எத்தனைச்‌ சார்புடை மாறிகள்‌ 
உள்ளனவோ அத்தனை வகைகீகெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ தேவைப்படும்‌. 


எடுதீதுக்காட்டுகள்‌ : 


02 
1 த 
pO _ 9] 
92 oy | 
ற்‌ 
2. 96) 


1-4-1. வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ வரிசையும்‌ (0ஈ8) 
படியும்‌ (Degree) : ஒரு வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாட்டில்‌ தோன்றும்‌ 
வகைக்கெழுவின்‌ மிக உயர்‌ ந்த வரிசையே அச்‌ சமன்பாட்டின்‌ வரிசை 
எனப்படும்‌. -அம்‌ மிக உயர்ந்த வரிசை வகைக்கெழுவின்‌ மிக உயர்ந்த 
படியே அசீசமன்பாட்டின்‌ படி எனப்படும்‌. பின்னர்‌ வரும்‌ சமன்‌ 
பாடுகளில்‌ அவற்றிற்குரிய வரிசைகளும்‌ படிகளும்‌ காண்க. 
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சாதாரணமாக, வகைக்கெழுக்களின்‌ இயற்கணித அமைப்புகளே; 
நாம்‌ காணவிருக்கும்‌ சமன்‌ பாடுகளில்‌ தோன்றும்‌. 


ணாத கதை தகதக ைககைகைை ணனளா கக ப வ வகைகளைக்‌ ண ன னைக கன ன க ககன்‌: டக்க யை பல்லைக்‌. 














எண்‌ வகைக்கெமுச்‌ சமன்பாடு வசை படி 
தக அளை அரை. தற்கால ந்தி ந ல்‌ 
| 
சாதாரணச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
dy 
Ls 3 xy 1 1 
2 
2 ப) = sin x+1 1 2 
dx 
dy 4 
3. Tn 13 = ழ () % 
dSy இல்‌ (dy dy 
4. P = | 0 3 4 
ஸி ராச +22) 74 
5. யூ 1 8 
“(27 
(இது எவ்வாறு என, படி மூலங்களை நீக்கிச்‌ 
சுருக்கி அறிக). 
dx 
dy 
அவ = F(t 1 2 
ட ராது ம தத அப 
பகுதி வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
ம 0 
is உத்தி ஙூ ட / 2 1 
லெ ட்ப 
3 2 
8. 1+ ட்‌ = wyz 3 2 
020002 





1-4-2. ஒரு குறிப்பிட்ட சமன்பாட்டமைப்பு : 


242 ட அட்ட wot Py = F(x) 
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என்பது ஒரு குறிப்பிட்ட, பொது அமைப்பிலுள்ள சமன்பாடு. இது 
௩ஆம்‌ வரிசை, முதற்படிச்‌ சமன்பாடு; பி சழ அவம்‌ ட என்பன லவன்‌ 
சார்புகள்‌ ; மாறிலிகளாகவும்‌ இருக்கலாம்‌. 


1-5. ஒருபடிக்குரிய வகைக்கெமுச்‌ சமன்பாடு (Linear 
Differential Equation) : 


வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாட்டில்‌ தோன்றும்‌ படி மூலங்களையும்‌ பின்னங்‌ 
களையும்‌ நீக்கியபின்பு, வகைக்கெழுக்களும்‌ சார்புடை மாறிகளும்‌ 
முதற்படி மட்டிலுமே தோன்றி, ஒரு வகைக்கெழு மற்றொரு வகைக்‌ 
கெழுவைப்‌ பெருக்கிவரும்‌ உறுப்புகள்‌ தோன்றாமல்‌ தனித்தனி 
உறுப்புகள்‌ மாறிலிகளாகவோ அல்லது சார்பில்‌ மாறிகளின்‌ 
சார்பாகவோ இருக்குமாயின்‌ அசீசமன்பாடு ஒருபடிக்குரிய வகைக்‌ 
கெழுசீ சமன்பாடு எனப்படும்‌. பின்வருவன இவ்வகைப்பட்ட சமன்‌ 
பாடுகள்‌. 


353 dy 
1. (2 ப நக்கன்‌ ச ஆன்ம x21 
dy d"~1y ல 
ழ்‌ J ரசிய Tt Py =H (2) 
(P,, Pa, என்பவை லஆல்மட்டும்‌ ஆன சார்புகள்‌.) 


81 ௪7 சர 


சனி க ௪௪ 
௦2 0z 

அ. 2௨0 

4 RT க z 


1-5-1. வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாட்டுத்‌ தீர்வு : ஒரு வகைக்கெழுசி 
சமன்பாட்டில்‌, வகைக்கெழுக்களை நீக்கி, மாறிகளுக்கிடையே உள்ள 
மிகப்‌ பொதுவான தொடர்பினைகீ காண்பதுதான்‌ அசீசமன்பாட்டின்‌ 
பொதுதீ தீர்வு (General solution) அல்லது முதற்சார்பு (the 


primitive) எனப்படும்‌. 


1-5-2. ஒரு வகைக்கெமுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ முதற்சார்பு 
காணுதல்‌ : 


d"y ம்‌] 
டத்‌ att Py = F(x) 


என்ற சமன்பாட்டை எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. அதாவது இதிலிருந்து 
கொள்கையளவில்‌ (1௩ theory) முதற்படியாக (௩-1) வரிசையிலுள்ள 
ஒரு சமன்பாட்டைக்‌ காணலாம்‌. இதற்கு முதல்தொகை (first 


தோற்றுவாய்‌ 15 


integra!) எனப்படும்‌. அது கொண்டு (௩-2) வரிசையிலுள்ள ஒரு. 
சமன்பாட்டைக்‌ காணலாம்‌ ; இதில்‌ மொதீதம்‌ இரண்டு பொதுமாறிலிகள்‌ 
நுழையும்‌. இவ்வாறாக, படிப்படியாக, கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ 
வரிசைகளைக்‌ குறைதீதுக்கொண்டே வந்து, கடைசியாக 

W(x, ப்தி ஜே ழே es பங்க்‌ 2-0 


என்ற முதற்சார்பைக்‌ கண்டால்‌, சமன்பாடு முழுவதும்‌ தீரீகீகப்பட்ட து: 
எனக்‌ கூறலாம்‌. முதற்படியாக (௩-1) வரிசையிலுள்ள ஒரு சமன்பாட்‌ 
டைக்‌ காணும்பொழுது, அது ஒன்றுக்கு மேற்பட்டமுறையில்‌ பெறப்‌ 
படலாம்‌. எனவே அதற்கொப்ப ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட அமைப்புகளில்‌. 
முதல்‌ தொகைகளும்‌ பெறப்படலாம்‌. ஆனால்‌ அவையாவும்‌ ஒன்றுக்‌. 
கொன்று தனித்தனியாக, அதாவது தொடற்பற்றவையாக இருக்கும்‌. 
எனக்‌ கூறமுடியாது. சில முதல்தொகைகள்‌ மற்றவையோடு, மாறிலிகள்‌ 
வழியாகத்‌ தொடர்புபெற்றும்‌ இருக்கலாம்‌. ஆனால்‌ ஒரு ௩ வரிசை 
வகைக்கெமுச்‌ சமன்பாட்டுக்கு ஈக்கு மேற்பட்ட எண்ணிக்கை 
யுள்ள ஒன்றுக்கொன்று ஏதும்‌ தொடர்பற்ற முதல்தொகைகள்‌ 
இருகக்முடியாது. [ஆங்கிலத்தில்‌ (If the equation is of the: 
nth order, it cannot have more than n independent first: 
integrals) என்பதாம்‌.] 


எடுத்துக்காட்டு: பின்வரும்‌ வகைக்கெழுசீ சமன்பாட்டை. 

எடுதீதுக்‌ கொள்வோம்‌. 

d2y 

dx 

இதன்‌ முதல்‌ தொகைகள்‌ பின்வருவனவென்று சரிபார்தீதுக்‌ கொள்ள- 
லாம்‌. 


ty =0. 


2 
1 (2) 43245) 


.. 290௮ ட 0 
மெ னி ழா 


என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும்‌. 230 ஆனால்‌ 34௦ (மாறிலி) என்ற ஒரு தீர்வு: 
கிடைக்கும்‌. அதை விட்டுவிடலாம்‌, 
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d 
*2, (Joos ety sin x=B 
dx 


—dy » 4 (02 
3. a sin ஐ cos T= 


dy 
4. 3 “4 cot (xt A) 


ஆனால்‌ இவை நான்கும்‌ ஒன்றுக்கொன்று வேறுபட்டதுபோலதீ தோன்‌ 
நினும்‌ A, 8, CC, & என்ற நான்கு மாறிலிகளும்‌ B= .4: ௦5 ஷ்‌ 
C=Asindk, 524 C2= 42 என்ற தொடர்புகளால்‌ பிணைகீகப்பட்டிருப்‌ 
பதைக்‌ காணலாம்‌. 


இவ்வாறாக 1-5:2இலுள்ள சமன்பாட்டிற்கு, தொடர்பற்ற ௩ முதல்‌ 
“தொகைகள்‌ கண்டுகொண்டால்‌, அவற்றினை ஒருங்கமைசீ சமன்பாடு 
களாகக்‌ கொண்டு; வகைகீகெமுக்களை விலக்கி முதற்‌ சார்பினைக்‌ காண 
இயலும்‌. எடுத்துக்காட்டாக 


dy ழ்‌ 
~~. COS ஐ sinxr=B 
ந ததத TY 


வ od sin Lycos x=C 
லே 


உ ட்டே 
அன்ற இரண்டிலிருந்தும்‌ ல நீக்க 
ysin’x+ycosw=Bsinw+Csinz 
. அல்லது 
y = Bsinxw+Csinz 


என்பதனை மேற்‌ கூறிய வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாட்டின்‌: முதற்‌ 8 சார்‌ 
பென்று காணலாம்‌. மற்றும்‌ 





dy ; 
= க கை 
2௦ 30௦8 24] sin 2-௯ 


2 ஓட்டிய வகைக்கெழு காணின்‌ 


d2y dy இது dy . 
ம்‌ C08 we sin +7, Sin w+y cos w=0 


2 
ட 3,279) ௦௦௨௨0 
-௦8 ல என்பது ஐ 2 என்ற ஒரு தீர்வைத்‌ தரும்‌. எனவே அதை விட்டு 
விடலாம்‌. இவ்வாறே (3)லஐயும்‌, (லயும்‌ சரிபார்த்துக்‌ கொள்க, 
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d 2 
வேன 
d 


ப்‌ = y cot (+) 


என்ற இரண்டையும்‌ கொண்டு, ஐ நீக்க 


43 cot?’ (x+4)+y2= AZ 
அல்லது 
y=.A sin (+a) 


என்ற முதற்‌ சார்பினைக்‌ காணலாம்‌. sin ₹+C sin ஐல 
4 sin (₹+ஆஃ) என்ற அமைப்பில்‌ மாற்றலாம்‌ எனக்‌ கண்டு கொள்க, 


1-5-8. ௩ வரிசை பெற்ற வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாட்டிற்கு 
க்கு மேற்பட்ட ஒன்றுக்கொன்று தொடர்பற்ற முதல்‌ தொகைகள்‌ 
இருக்க முடியாது. 

இதன்‌ தெரிப்பு இந்நூல்‌ திட்டதீதிற்கு அப்பாற்பட்டதாகையின்‌, 
நாம்‌ இங்கு இதைசீ சேர்க்கவில்லை. ஆனால்‌ இதன்‌ உண்மையை 
ஏற்றுக்‌ கொள்வோம்‌. 


1-5-4. மேலும்‌ பின்வரும்‌ உண்மையும்‌ பல இடங்களில்‌ பயன்படு 
மாதலின்‌, அதனையும்‌ தெரிப்பின்றி ஏற்றுக்கொள்வோம்‌. 


தேற்றம்‌ : 4; 1 என்பவை, ௬, ர என்ற இரு சார்பில்‌ மாறி 
களின்‌ சார்புகளெனக்‌ கொள்வோம்‌. அதாவது 
Y = 172 (x, 9) 


இங்கு 48, இன்‌ சார்பாகவோ, அல்லது 78 இன்‌ சார்‌ 
பாகவோ கொடுக்க முடியுமானால்‌ 


24 ௦1 — 0X OL Osos soo( MM) 

ox oy oy ox 
என்பது உண்மையாகும்‌. மறுதலையாக மேற்கூறிய தொடர்பு (1) 
X, 1 என்ற இரு தொடர்புகளுக்குப்‌ பொருநீதுமாயின்‌ 


காணமுடியும்‌. 
1581—2 


16 வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 
எடுத்துக்காட்டு i: 

X= 2+ yz எனவும்‌ 

Y = sin (x’+y2)+Vxiy’ எனவும்‌ 











கொள்வோம்‌. 
0X _ OX _ ,.. 
ர ரது 225 Dy = 2y; 
or _ 2 142 ய்‌ 
து 2x cos (லப) ary 
or 3 
௩-௨ 2y cos 2 2 ராவை 
oy த்‌ பொர. 
எனவே 
ox oY 0X oY 
ox oy oy 82 
2xy 
= ixy cos (x2+y2)+ Voit y? 
2xy 
கற cos மச்ச ம 
= 0 எனப்‌ பெறப்படுகிறது. 
இந்நிலையில்‌ 


Y = sinX VX 
எனவும்‌; மறுதலையும்‌ உண்மையாவதைக்‌ காண்க, 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 

X=q24y?—1 

720௦54 4 ysinA—1 
இரண்டும்‌ 4-7, (1) அல்லது 7-7 (3) என்ற தொடர்புடையனவா 
எனகீ காண்க. 


ணி = cos; 327௮ 
22 ்‌ த்து 


சகச. cc 


= 2x sin &—2y cos 4 
0 
எனவே எவ்விததீ தொடர்புமில்லை. 


தோற்றுவாய்‌ 
எடுத்துக்காட்டு 8: 
A = x+y 
Y = ata? (2y+1)+ry2+rYy+1 
எனில்‌ %, ¥ இரண்டும்‌ தொடர்புடையனவா எனக்‌ காண்க. 


04 _ , 04 _ 
௦22 மு - 
OY _ 42 
ட 322 (2y +1) 
or 

“2. 5 2x2+2y+1 

dy xy + 


எனவே 


ox oY oX or 


ந பு... எற்கிறு வனா்காவானரகவு சனானாைகவாள்‌ 


= 2x (2x2+2y+1)—1 (4234 41-22) 
= 4p கழ (4x2 +icyt2q) -0 
எனவே &, ¥ இரண்டும்‌ தொடர்புடையன. அதீதொடர்பு 
Y = ஐ. 
எனக்‌ காண்க. 


பயிற்சி 1 
பின்வரும்‌ வகைகீகெழுச்‌ சமன்பாடுகளின்‌ படி; வரிசைகளை எழுதுக. 
விடை 
வரிசை படி 
1. 31 in *) =0 
ப்‌ (ry —sin x) = 1 1 
மே? dy 
7 A னத்‌ என்வன — 
ன்‌ A 32 9 0 1 2 
dy Nz 
3 க _— 2 
2) 4y 2 2 
4 dv dv dN 
dz? dz 1 90 (2) ஆ 0 2 1 


பூ dy" 
5. த 2 (32) ஆ (0 
323 ஏ: 23/7] ங்‌ txy 3 n 


20 வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 











6. பார்த = த 1 1 
9 
பர 
7. p= 14 (2) ர்‌ 
சா ஆனால்‌ 
மல 
க்கப்‌ ௫2 என்ற சமன்பாடு 2 2 
dy 
20220 3 இல்லை 
9 dy _. 1 
்‌ 1 dy | 1 4 
( yr.) 
10. — . ( — =e” 4 1 
4 ஆ பட ஆப்‌ 


11. பின்வரும்‌ முதற்சார்புகளில்‌ 6, 6, ௨ என்பவை மாறிலிகள்‌ ; 
அவைகளை நீக்கி, உரிய வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகளை அறிக, 


(1) y = ௨௨-02 (ii) y = asin 
(14) y = 2040-௦4 (iv) y = கேம டன்‌ 
(v) y = asin (nx +b) (vi) y = கசா? 
(vii) 4/l—x2 + Yl—y? = a(x—y) 
ப்‌ | 
(viii) y = ae (ix) a(y+a)2=a° 


(x) e+ 2aqxe+a2=0. 


12. ஒரு வட்டக்‌ குடும்பம்‌, அச்சுகளைதீ தொடு வரையாகக்‌ கொண் 
டூள்ளது. அதன்‌ வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடு யாது : 


13. ஒரு கூம்புவெட்டியின்‌ (Conic section) சமன்பாடு 4-௩ 
௩4 கறல ரள என்ற அமைப்பிலுள்ளதென ஏற்று, அதன்‌ 
1 
: | 


d ல்‌ 
வகைகீகெழுசீ சமன்பாடு 823 | | = 0 என நிறுவிக்‌ காட்டுக. 
dx 


(ரூ ர) 07 மாறிலிகள்‌.) 


தோற்றுவாய்‌ 21 
14, ஒரு பரவளைவின்‌ சமன்பாடு, ஏ=m௱ஐ+n4 ஸை என்ற 
லு ஏற்று, அதன்‌ வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடு 


04 க 
22 | 2-1 | = என நிறுவு௧. 
dz 


15. நெஞ்சுவளைக்‌ குடும்பம்‌ (௨௨௨௦1௦198௨) ஒன்றின்‌ சமன்பாடு 
௦ (1-௦5 0) எனக்கொண்டு அதன்‌ வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடு, 


(1—cos ) ல்‌ = * கரு ஏ என நிறுவுக, 


16. இயல்வடிவ கணித முறைப்படி; ஒரு வட்டத்தின்‌ பொதுச்‌ 
சமன்பாடு, ஐ3ம3-92ஐ-264400 எனக்‌ கொடுக்கப்படுகிறது. 
a; bb; டில நீக்கிப்‌ ட்டு ரன்‌. சமன்பாடு, 


ay x2 
| 1a( ) 1-8 323 = 0 என நிறுவுக. 


17. சில வளைவரை பற்றிய தொடர்புகள்‌ கீழே கொடுக்கப்பட்டிருகீ 
கின்றன. அவற்றினை வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகளாக எழுதுக. 

(1) (ம; ர) என்ற புள்ளியின்கண்‌ வரையப்படும்‌ தொடுகோட்டின்‌ 
சாய்வு, அப்புள்ளியின்‌ ஐஆயத்‌ீ தொலையின்‌ இருபடிக்கு (6) நேர்‌ 
விகிததீதிலுள்ளது (6) எதிர்மாறு விகிதத்திலுள்ளது ; 

(11) (2, ர) என்ற புள்ளியில்‌ வரையப்படக்கூடிய தொடுகோட்டடி 
நீளம்‌ (க-tகறஜen$) அப்புள்ளியின்‌ ஆயத்‌ தொலைகளின்‌ கூட்டுதீ 
தொகைக்குச்‌ சமம்‌ ; 

(i) P 6,) என்ற புள்ளியில்‌ உள்ள செங்குதீதுக்கோடு (Normal) 
ஐ அச்சை வெட்டும்‌ புள்ளியையும்‌ என்ற புள்ளியையும்‌ இணைக்கும்‌ 
நேர்கோடு, ரஅசீசால்‌ இருசம கூறாக்கப்படுகிறது. 


18. ஆய ஆதி வழியாகச்‌ சென்று, ௫அச்சின்‌ மேல்‌ மையங்‌ கொண்‌ 
டூள்ள வட்டக்‌ குடும்பதீதின்‌ வகைக்கெழுசீ சமன்பாடு காண்க, 
[சமன்பாடு: (2-8) 4 3/*- 87] 


19. அச்சுக்கு இணைகோடுகளில்‌ அச்சுகளைப்‌ பெற்ற பரவளைவுக்‌ 
குடும்பத்தின்‌ வகைக்கெழுசீ சமன்பாடு காண்க, 


20, ல்‌ 


நை 51 என்ற சமன்பாட்டிற்குரிய வகைக்கெழுச்‌ சமன்‌ 


பாடு காண்க. 


22 வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


21. 1-5-4இல்‌ கொடுக்கப்பட்ட தேற்றதீதைப்‌ பயன்படுத்தி, பின்‌ 
கொடுக்கப்பட்டிருக்கும்‌ 4, என்ற (ஐ, ர) ஆல்‌ ஆன சார்புகளிடையே, 
ச்ம்‌, (ஐ) X=Fy) அல்லது | (ஐ, மழ)-0 என்ற தொடர்புண்டா 
எனச்‌ சோதனை செய்க. அவ்விதத்‌ தொடர்பிருப்பின்‌ அது என்ன 
தொடர்பெனக்‌ காண்‌ 5. 

ப) 47-34.) X=y2+y+ra 
பு) அலர; ல] (6.11) cos (cry) ழு 
(151) X=y பரந VI—y? 
Y=VI-a? VI-yT—ay 


விடைகள்‌ 
பயிற்சி 1 


செழு மூ... 
11. (1) re y=0 
(ii) ey cot x 
(ட்‌ 6) 21) 214420 
த த்‌ க 


ட 1) பதேர்‌ 5) 2 


(௫ 5” அவல 0 








டட dy y 
(111) 3 





ஷு. 1 
ஜே r= 


தோற்றுவாய்‌ 23 


12. (9-௧ ௮ ்‌ [| 1+( 2) ] 


்‌ 8 dy 2 
1. முலு பனி; 0 


(11) y 23 5 மோத) 
(iii) 3 3422௭0 
dy 
த. ்‌ 9 
18. y2=x2+2xy ல 
19, ௨ ௨ 0) 
d2y சீட. மழ 
21. (1) இல்லை 


(11) உண்டு; 7 (௩4 cosX) 
(1) உண்டு; 424 ஏ2=1. 


ஓ. முதல்‌ வரிசை வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
சில திட்டமான அமைப்புகள்‌ 


(Differential Equations of the First 
order—some standard forms) 


9.1. F (கற; ள்‌ - 0 என்ற அமைப்பில்‌ உள்ள சமன்பாடு, 


முதல்‌ வரிசை வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ பொது அமைப்பாகும்‌. 
d 
இங்கு ப்‌ இப்‌ பொருத்தமட்டில்‌, அதன்‌ முழுப்படிகள்‌ மட்டுமே 


தோன்றும்‌. ஆனால்‌, 1-3-3இல்‌ கூறியபடி, இந்த அமைப்பிலுள்ள 
எல்லாச்‌ சமன்பாடுகளுக்கும்‌ 1-3*4இல்‌ வரையறுத்தபடி, தீர்வுகள்‌ காண 
முடியாது போகலாம்‌. ஆனால்‌ அசீ சமன்பாடுகள்‌ சில குறிப்பிட்ட 
திட்டமான அமைப்புகளில்‌ (84௦௨௦3 £௦) இருக்குமானால்‌, 
அல்லது அவற்றினைச்‌ சில மாறுதல்கள்‌ (Transformations) 
செய்தோ, சில ஈடுகள்‌ (Sயbstitutions) செய்தோ நாமறிந்த திட்ட 
மான அமைப்புகளுக்குக்‌ கொண்டுவர முடியுமானால்‌ அச்‌ சமன்பாடு 
களுக்கு நாம்‌ தீர்வுகள்‌ காண முடியும்‌. 


2-2, அவ்விதத்‌ திட்டமான அமைப்புகளை நாம்‌ அறியுமுன்னர்‌ , 
ஒரு முக்கியமான தேற்றதீதைப்‌ பெறுவோம்‌. (இது 1-5ல்‌ கூறப்‌ 
பட்ட தேற்றத்தின்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட வகையைச்சாரும்‌. 


த 0 
தேற்றம்‌ : பத்க்‌ = N என்ற அமைப்பில்‌ ஒரு சமன்பாடு 
பெறப்படுமாயின்‌ [1(, N-௫, ரகளின்‌ ஒரு மதிப்புச்‌ சார்புகள்‌ : 
(M and N are one valued functions of x and y)] அதற்கு ஒரே 


ஒரு முதற்‌ சார்புதான்‌ தீர்வாகப்‌ பெறப்படும்‌, 


முதல்‌ வரிசை வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ சிலஃ அமைப்புகள்‌ 25 


தெரிப்பு : முடியுமானால்‌ 
F,(,y) - 6௨ எனவும்‌ (A) 
172 6.3) =b எனவும்‌ (2) 
இரு முதற்‌ சார்புகள்‌ பெறப்படுகின்றன எனக்‌ கொள்வோம்‌. 


(4)கிலிருந்து 
2411 oF, dy _ 
5m + oy 3, - 0 எனவும்‌ (C) 
(3) இலிருந்து 
oF, OF, dy 


2 dy 82 
பெறலாம்‌. மேலும்‌ (C)இலிருந்து 


0 எனவும்‌ (22) 


என்றும்‌ பெறலாம்‌. இவற்றினை 
dy 
யம்‌ உ N 


என்ற சமன்பாட்டில்‌ ஈடு செய்யின்‌ 


(2) 


il 


எனப்‌ பெறப்படுகின்றது. (4) (25) இலிருந்து M4, N இரண்டையும்‌ 
விலக்கினால்‌ 


of, OF, 
ox Oy 
0475 ௦22 
லெ Oy 


என்று பெறலாம்‌. 
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அதாவது 
91 01 ட 01, 07” டு 
ox oy oy ox 
என்று கிட்டும்‌. 3-5-4 இல்‌ கண்ட தேற்றப்படி 21, களில்‌ ஒன்று 
மற்றொன்றின்‌ சார்பாகும்‌. 
எனவே, ஒரு முதல்‌ வரிசைசீ சமன்பாட்டின்‌ முதற்‌ சார்பு காணும்‌ 


பொழுது ஒரு தீர்வு கிடைக்குமானால்‌, அதுவே சமன்பாட்டின்‌ பொதுதீ 
தீர்வெனக்‌ கொள்ளலாம்‌. 


2-8. திட்டமான அமைப்புகள்‌ (Standard forms) : 


பிரிபடக்‌ கூடியவை 


2-8-1. அமைப்பு 1: ம த அவக யமல வவதயபபில்ல்கக ம்னு வப்ப்களக ளை 
யு £றிகள்‌ பரக்கப்படகீ கூடியவை. 


(Variables separable). 


M ற 5 N என்ற சமன்பாட்டை 


Mdy = Nd என எழுதலாம்‌. 
இங்கு இச்‌ சமன்பாட்டை 
702) 82 = F(y)dy 
என்ற அமைப்பில்‌ பிரித்தெழுத முடியுமாயின்‌ 
770082 = JFdy+A 
என்ற முதற்சார்பு (சமன்பாட்டுதீ தீர்வு) கிடைக்கும்‌. இங்கு .& 
ஏதாமொரு மாறிலி, 
எடுத்துக்காட்டு 1: 
1 1 dy 
a(l+y?? +y(1+ “0 
என்ற சமன்பாட்டுக்குதீ தீர்வு காண்க, 
இச்‌ சமன்பாட்டை 
3 3 
ஐ)“ -ல2)*2ம = 0 
என எழுதலாம்‌. இரு பக்கங்களையும்‌ 
1 2 
(14௫2) (1+?) ஆல்‌ வகுதீதால்‌ 
edz 4 3 dy _ 
வ] ல்‌ புடம்‌. 
என நமக்கு வேண்டிய அமைப்பில்‌ வரும்‌. 
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dx ydy 
எனவே a எ = Vie = 4 (மாறிலி) 
என்பது தீர்வாகும்‌. அதாவது தொகைகாண 
4/1 - ட ஐ4 + lq yz = 4 
என்ற தீர்வு கிடைக்கும்‌. 





d 
எடுத்துக்காட்டு 2: (௩5 - ௮2 என்ற சமன்பாட்டின்‌ 
தீர்வு காண்க. 


இங்கு நேரடியாக, நமக்கு வேண்டிய அமைப்பில்‌ இசீ சமன்பாடு 
இல்லை. ஆனால்‌ ஐ ௫ 2 என ஈடு செய்வோம்‌. இரு பகீகங்களுக்கும்‌ 
ஐ ஒட்டிய வகைக்கெழு கண்டால்‌, 


dy _dz 
ப 
என்று கிட்டும்‌. எனவே 
dy 82 _1 
de dz 


என்று கொடுதீத சமன்பாட்டில்‌ ஈடு செய்யலாம்‌. அவ்வாறு ஈடு செய்யின்‌ 


dz 
ன்‌ இ: து 1) யப்‌ 
எனப்‌ பெறலாம்‌. அதாவது 


22 dz 


என்று கிடைக்கும்‌. 
இருபக்கமும்‌ தொகைப்படுதீத 


த்‌ z2dz 
ஐ = 
02 ஆ ௫3 
= / ல + ப 











=z வ - 40 
a 
அதாவது (ஐ) டட ங்கை. = tA 
அல்லது y= otan( A 


என்பது தீர்வாகும்‌. 


28 வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


2-8-1.1. ஒரு வளைவரையின்‌ சிறப்புப்‌ பண்பினைதீ தரும்‌ வகை 
யிலும்‌ இவ்விதசீ சமன்பாடுகள்‌ தரப்படலாம்‌. அப்பண்பினைசீ சமன்‌ 
பாடாக அமைதீது அதன்‌ தீர்வு காணலாம்‌. இங்கு வரும்‌ மாறிலி ஒரு 
பொது மாறிலியாக முதலில்‌ பெறப்படும்‌ ; வளைவரையைப்‌ பற்றிய 
கட்டுப்பாடு ஏதாவது மேலும்‌ கொடுக்கப்பட்டிருப்பின்‌ அம்‌ மாறிலியின்‌ 
குறிப்பான மதிப்பைக்‌ காண முடியும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 8: ஒரு வளைவரையின்‌ தொடுகோட்டடியின்‌ 
நீளம்‌ (length of the sub-tangent), அதன்‌ ர ஆயதீ தொலைக்கு 
நேர்மாறு விகிததீதில்‌ உள்ளது. அவ்‌ வளைவரை (1; 3); (2, 4) என்ற 
புள்ளிகள்‌ வழி செல்லுகின்‌ றதெனின்‌ அவ்‌ வளைவரை யாது 


தொடுகோட்டடியின்‌ நீளம்‌ = ௮. 
dz 
கொடுக்கப்பட்டிருப்பது 
4: என்றகாம்‌; 
oy 4 
dz 
அதாவது ந Kk றிது 
dy Ty TN 
dx 
க dy _ 42 
ல்‌ ய்‌ 
எனவே 33 ௮ 22 
$/ k 
d 1 
தொகைகாண 
1 x 
= “ஆ 
ந்‌ 


அதாவது பொதுத்ீதீர்வு 
qy=Cky+k = 0 
அல்லது y(erCKk)+K = 0 
இவ்வளைவரை (1, 1), (2, 4) வழியாகச்‌ செல்வதால்‌ 
1(1+CK)+k 0 
4(2+CK)+k 0 


| 


| 
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அதாவது 

k( C +1 = கெர்‌ 

k(4C +1) = ௮௫ 

in அ 

4C +1 8 

எனவே C= த 
எனவே k(—2+1) = ஆரு 

ன்‌ k= +5 


எனவே குறிப்பிட்ட வளைவரை 


அதாவது xy —7y+4 


y-gy+$ = 0 
0. 


பயிற்சி 2-1 


பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு காண்க. 


ப 


8. 





dy 1 மு 
லை = 0 
dx பூ Vis 


23 de+(y+1iP dy = 0 
a’(y+1) 62-37 (+1 dy =0 
4y de = x(y—3)dy 


d 

பல ௦௦5 (மரம). (குறிப்பு: மல - 5 என ஈடு செய்க.” 
dy 

= (+)? [குறிப்பு: 2 ௮ 2 என ஈடு செய்க.) 

dy ச 

J = லெ 09 [குறிப்பு : மலர - 2 என ஈடு செய்க.] 
dy _ கே 


37% ல இங்கு = 1, ழ=1 என்ற கட்டுப்பாடு 


உண்டெனில்‌ தீர்வு காண்க. 


os 


10. 


11. 
12. 


xy +(1+x2) 5 0 

dy (log +1). 

de siny+ycosy 

sec2x tan y dx+sec’ytanwdy = 0 
(உழ dy+(y+t1)dw=0 


40 வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


விடைகள்‌ 
பயிற்சி 2-1 
1. நுனி றல]. = C 
2. ஐரமு-1)420 
3. (௧௪-1)340-1)3421௦2 (¢+1)(y+1)=C 
4. xy = Ae 


5. 4A =tan எதா] 


6. +A = tan (x+y) 
7. b(x+.A) = log (௧௧4334 >| 
8. Ay = 142 
2y = 1423 
9. 4201-25-10 = 0 


2 
10. ysiny = “ட (log x2+1)4+C 


11. tanx =Ccoty 
12. (y+1) (re) = Ae 


2-8-2. அமைப்பு 2: சமபடித்தான சமன்பாடுகள்‌ (Hom௦- 
geneous Equations) : 
dy என்‌ M (x,y) 
de N (x,y) 
MH, N என்ற சார்புகள்‌ ஐ, முகில்‌ ஒரே படிதீதரமுன்ள சமபடிதீதான 
சார்புகளாக இருக்குமானால்‌ மூ ௫ ஸல என ஈடு செய்து, அமைப்பு 1க்கு 
மாற்ற முடியும்‌. பின்னர்‌ தீ தீர்வு காணலாம்‌. இங்கு 
v=H (o; Y) 
எனக்‌ கொள்ளலாம்‌. M, N என்ற சார்புகள்‌ yr படிதீதான சார்பு 
களாயின்‌ 
37௧770) எனவும்‌ 
த | y=9) 
N=x'f.(v) எனவும்‌ 
பெறப்படும்‌. இங்கு நாம்‌ ஈடுசெய்தபடி 
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ஸம ன்‌ ஆகும்‌. எனவே 


நந 
24 7500) 
ஆகும்‌. 34-52 என ஈடு செய்வதால்‌ 
dy _ dv 
கெ 
என ஈடு செய்தல்‌ வேண்டும்‌. 
a) 
dx 205) 
ந dv _1i0)=vf(v) 
dz '7200) 
_jADdv _ oe 
fv) றது = 
எனப்‌ பெறலாம்‌. (0௯௧700) எனில்‌ 


fd _ (de 
fi) —vfav) ர்‌ x ப்‌ 





ந்‌ ட 


3. 


என்ற அமைப்பில்‌ நமக்குப்‌ பொதுத்‌ தீர்வு.கிடைக்கும்‌. இங்கு ம = க 


என ஈடு செய்து நாம்‌ பொதுதீ தீர்வினை அறியலாம்‌. 


குறிப்பு: 5) = ு/ீஃ(0) என்றிருந்தால்‌ வேறு முறைப்படி இச்‌ 


சமன்பாட்டைதீ தீர்க்கவேண்டும்‌. அப்போது சமன்பாட்டை 


dv _ wfi(v) 
ரச எது 


என எழுதி 
ef) taf) = ௪79) 
என மாற்றி இரு பக்கங்களையும்‌ ஆல்‌ வகுக்க 
vf + afi) 52 = fio) 


என்று கிட்டும்‌. அப்போது இதை 
[vfz(v) —fi(v)] dz + wf2(v) 890 


என எழுதலாம்‌. 


92 வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


முதல்‌ உறுப்பு பூசீசியமாதலாலும்‌, ௫&0 என்பதாலும்‌ 
7505) dv=0 
எனப்‌ பெறலாம்‌ எனவே இதன்‌ தீர்வு 
ப 2900-0௦ 
என்றாகும்‌. இத்‌ தொகை கண்ட பின்னர்‌ ம = ம்‌ என ஈடு செய்ய 
நமக்கு வேண்டிய பொதுதீ தீர்வு கிடைக்கும்‌, 
எடுத்துக்காட்டு 1: 


aly de—(qx$+y®) dy=0 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 


சமன்பாட்டை 
dy _ wy 
de © xi+y? 
என எழுதலாம்‌. பின்னர்‌ புகமல என ஈடு செய்ய, நமக்கு 
dv v 


கடு ரை 14345 


எனக்‌ கிட்டும்‌. எனவே 


ய்‌ ட. 
ps Rr 
டம்‌ 
1343 





143 8 
மி ட்‌ dv + [2 =c 
v x 


ன ன logv+loge=C 


அதாவது 


எனவே 
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என்ற பொதுதீ தீர்வு கிட்டும்‌. சிறப்பாக 2-0, 4-1 என்ற கட்டுப்பாடு 
கொடுக்கப்பட்டிருப்பின்‌ 





1 = Ae 
= & 
௬3 
ம ys 
எனவே சிறப்புதீ தீர்வு நு = ௪ 
பயிற்சி 2-2 
1. பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு காண்க : 
dy ட zy 
2) சே“ எழு 
dy _ 3] 
9) dx ஐ 20 
dy _ y—2x 
(9) de 0 a+y 
d ப்‌ 
26 x ட _ y+ Vz yi 
d d 
3. தடத்தை = ற 
dy, x24+3y2 





ப மேரு 


5. Oy at) Lr y(at—y!) = 0 


6. 2x sinh i} + 34 cosh( 2} ) 
3 x 


= 3x cosh dy 
x dz 


ற ஐ sin 1. - y cos Jig cos (2) 
ஐ... ல x 70 


குறிப்பு: 6, 7 கணக்குகளில்‌ ர - 12 என ஈடு செய்க. 


2 dy _ சேம்‌. 
dw 0 aேtdy 


1561-3 


34 


10. 


1. 


10. 


வகைக்கெழுசீ சமன்‌ பாடுகள்‌ 


d 
[154-299] 53 = (c-1(y—2) 
[இங்கு (௫-1) - 4 எனவும்‌, (ர-2) = எனவும்‌ ஈடு 
செய்து (X24. ஏ2) re = XY என்ற அமைப்பிற்குக்‌ 
கொணர்ந்து தீர்வு காண்க.] 
d 
(கy41)2-8 - (௫-y-2)2 
[ங்கு மழ = த என ஈடு செய்து தீர்வு காண்க. 
விடைகள்‌ 
பயிற்சி 2-2 
(a) 2 tan™ ச்ஸ்‌ = log (x2+y2)4C 
(b) x2—xy—y2=C 
(௦) V2 tan {¥2y/2x}4+log (2x2+y?) = 0 
Cx க யு 137௪ 
y= Ae 


yy. 
(2y,2 


4 log (7 )+ க 
22 = 0 ௧1013 1a 
x 


xsins = C 
ஃ 


21௦2-50 


3 % 


282 = 22-4)(2-445)49 log (22-29-1044 


2-8-2.1. அமைப்பு 2 (வ); 


dy _ 216810 
da rmytn (7 mY 


முதல்‌ வரிசை வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ சில... அமைப்புகள்‌ 35 


இந்த அமைப்பிலுள்ள சமன்பாடுகள்‌ சமபடிதீதான சமன்பாட்டு 
வகையில்‌ கில்லாவிட்டாலும்‌, ஒரு வசதியான ஈடுசெய்து அவ்‌ 
வமைப்புக்குகீ்‌ கொண்டுவர இயலும்‌. 


x= X44 
y = +B 
என ஈடு செய்க; இங்கு &, £ பின்‌ வருமாறு நிர்ணயிகீகப்படுகிற து. 
ak+bf+e = 0 ' eos oo. (A) 
[A+mB+n = 0 sss ss» (B) 


என்ற இரு ஒருங்கமைச்‌ சமன்பாடுகளின்‌ அடிப்படையில்‌ 6, 8 இன்‌ 
மதிப்புகள்‌ கண்டு பிடிக்கப்பட்டுப்‌ பயன்‌ படுதீதப்படுகின்‌ றன. இந்தகீ 
கட்டுப்பாடுகளின்‌ கீழ்‌ 
௦24842 _ aX+bY+axrbRtc  aX4bY 
letmytrn TX+mY tli mBrn Xr mY 
aY எழு) dy 


ந பத 0) த 
எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 
dY ௧௬457 
dk [1௩7 


என்று (2)ஆம்‌ அமைப்புக்குக்‌ கொண்டுவரப்படும்‌. எனவே 7-9 
என ஈடு செய்து ரீ(&, 1) - 0 என்ற அமைப்பில்‌ தீர்வு கண்டு, இசி 
சார்பில்‌ 4 ௫ ஐன்‌, ஏ = ர- என ஈடு செய்து, கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காணலாம்‌. 


(A); (B) என்ற சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வுகள்‌ 


௦0௩-07௩. cl—an 
பன்‌ ணா. நத்தை, 


எனக்‌ காணலாம்‌. இங்கு கா அ 51 ஆனால்‌ ஷ ந கீகு நாம்‌ திட்டமான 
மதிப்பு காண இயலாது. எனவே இம்முறை முதன்‌ முதலில்‌ குறிப்‌ 


பிட்டபடி 7 3 2. என்‌ ற கட்டுப்பாட்டுக்குப்‌ பொருதீதமான த. 


2-8-2.2. அமைப்பு 2 (5): 
ட axtrby+ce 
~ Uaz+tby)+m 
முன்‌ கூறியதையொட்டி நாம்‌ ல, $ பெறுவதற்குரிய சமன்‌ பாடுகள்‌ 
ak bR+c = 0 (0) 
lak+lbR+m = 0 soo ooo (L)) 





dy 
dz 


என்பவையாகும்‌. 
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இவ்விரு சமன்பாடுகளும்‌ ஷ நகீகுகீ குறிப்பிட்ட மதிப்புகள்‌ 
தருவனவல்ல என்பதைக்‌ கண்டுகொள்க. 
எடுதீதுக்காட்டாக 2r+3y+4 =0 
8x +12y+10 =0 
என்ற சமன்பாடுகள்‌ ஒருங்கமைச்‌ சமன்பாடுகளாகா. எனவே ஈண்டு 


2-3₹2.1இல்‌ கூறியதுபோல்‌ தீர்வு காணமுடியாது. ஆனால்‌ மலம = 2 
என ஈடு செய்யின்‌ 


ar+by+c -  z+e 
lac+by)+m lz+m 





என்றும்‌ பெறப்படுவதால்‌ 
dy _ 1 | dz 





dr bidz 
என்றாகும்‌. இவற்றினைக்கொண்டு; கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை 
dz b(z +c) 
dr. {z+ m 
_alztram+bz+cb 
TT iz+m 


என்று எழுதி, மாறிகளைப்‌ பிரிதீது 


{z+ m 
[= [824௦ 
என்ற தீர்வு பெறலாம்‌. 


ட த்‌ d — 2 
எடுத்துக்காட்டு 1: = டடக்‌ 
தீர்வு காண்க. 
244 473] என ஈடு செய்ய 


dY 347444 2-2. 
dX 2X +3Y+24+9B—5 
என்று கிட்டும்‌. இதில்‌ 
oA B-2=0 
24-3B~5=0 
என்று கொண்டால்‌ &1, 81 என்று கிடைக்கும்‌, 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ 
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இம்‌ மதிப்புக்களுக்கு 





01 43 2 
dX 9440 
என்ற சமன்பாடு கிட்டும்‌. ஈண்டு ஏ ௫0% என ஈடு செய்ய 
82 _ றல்‌ _ 124 
நத 740272 
என்றாகும்‌. எனவே 
மே. 13 
த்‌ dX 210. 
_ 1 
2430. 


ட றை:2 னை aX , 
5 ராணா. v= நன எனப்‌ பெறலாம்‌. 


தொகை காண 
4/13+1+60 
ig EO 
ice (31 அ ம 


என்ற தீர்வு கிட்டும்‌. இங்கு லட்‌ என ஈடு செய்ய 


2 log (1- றே) 


X 
ம க 3 
க [டப்‌ டை ப 
A‘ 24/15 (V13—1)X—-6Y 
= log CX 


இங்கு =ஐ-1, Y=y-1 என ஈடு செய்ய 
த log {(x—1)2—(—1)(y—1)+3(y—1)2} + log (x—1) 
தடட 13 4-1) -1) 60/10) | _ 
* வு 18 (9-0 ட 60-ம்‌) “198 041௦2 (2-1) 
அதாவது 
C {(<—1)2—(e—1)(y—1)+3(y—1)2} 





3 
_ | 4/1311) +(y—1) | 4713 
19-02-0960 
என்பது பொதுத்‌ தீர்வாகும்‌. 
எடூத்துக்காட்டு 2: Gy — (AWS என்‌ ன்பாடீ 
தீர்வு காண்க, 
என்ற = 5 என ஈடுசெய்க. 
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எனவே 1 பல 


வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


3 dz 
™ dz 


எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 


dz , _ 245 
dz ~~ 2z+1 
dz _3(z+2) 


* dx ஜெட்‌ 


ம்‌ அர்ச்சக [ao 
2432 





அதாவது 


[C 3) dz=3x+C 
z+2 


தொகை காண 


2z—3 log .z+2)=3x+C 
“3 log(z+2)=2z—3r—C 


இங்கு 2--ஐ-- என ஈடு செய்ய 


3 log (x+ry+2) = 2(+y)—3x—C 
ட 24-20 


என்பது தீர்வு. 


பயிற்சி 2:8 


தீர்வு காண்க: 


1. 


2. 


J. 


4, 
5. 


6. 


dy _ w—5y+3 
dz  r+iy—6 


d 
சே*ழ-5) 53 - 2423-2 


்‌ 
(8௧48) 75 = நே-௨-4 


Gy —7+7)dx+(7y—3x+3)dy=0 
(x+y)dx+(3r+3y—4)dy=0 


dy _ 341 
dz 1 
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விடைகள்‌ 
பயிற்சி 2-3 
1, (4y—q-3)(y+2e-3P =C 
2. (-௪40)4 ௨ (42௫-3) 
3. C(y’-—5xy+x2rilr+4y—17) 
1 
24-5-ட4771)2-.2(.-. 4720-5727 
ட | ve #2 ப 
4. (Y—+12(yte=1P =C 
5. x+3y+2log(2-x—y)=C 
6. log (l5x+10y—1)+5(z—y) = C 


2-9-8. அமைப்பு 8: ஒருபடிச்‌ சமன்பாடு (Linear Equa- 


tion) : 
முதல்‌ வரிசை ஒருபடிசீ சமன்பாட்டின்‌ பொது அமைப்பு 
of + = இங்கு ௪, ர என்பவை 2இன்‌ சார்புகள்‌. அதாவது 
(7, இஇல்‌ ர தோன்றாது). இப்போது 
dy க 
த்‌ நதிப்‌ 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ 'தீர்வு காண்போம்‌. 
ல 4+Pdx = 0 


ஏன மாறிகளைப்‌ பிரித்ததழுதலாம்‌. எனவே 


da 
[+ {P= 
y 


தொகை காண 
logy+ / 22-60 
என்பது தீர்வாகும்‌. அதாவது 
logy = கே ரமி 02 


— [Paz 
oe y = e°.e 
— Paz 
= Ae [2 - 4 எனக்கொள்க. 


இங்கு 4. ஒரு மாறிலி. 
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அடுத்தபடியாக, .& என்பது, ரு ஓட்டிய ஒரு சார்பெனக்கொண்டு 


என்பது 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வென வைதீது A என்ற சார்பைக்‌ காண்‌ 
போம்‌. இவ்வாறு கொள்வதால்‌, 


d dA ந சட்ட 
எனப்‌ பெறப்படும்‌. 
2 dA ரகக 


டக க = Q எனப்‌ பெறலாம்‌, 


[Paz 
க A = [ee ளே 0 என வரும்‌. 


எனவே வேண்டிய தீர்வு 
= [Paz > 1 
ஞு அ | foe 32401 
] 


{Pas {Paz 
அல்லது ye _ / Qe dx+cC 


என எழுதலாம்‌. 
குறிப்பு 1: oi 4+ Py = இ என்ற அமைப்பில்‌ உள்ள சமன்‌ 
பாட்டின்‌ தீர்வை ஒரு வாய்பாடாகவே ஞாபகதீதில்‌ கொள்ள வேண்டும்‌. 
முதலில்‌, கொடுக்கப்பட்ட:சமன்பாட்டை இந்த அமைப்பில்‌ ௪, ௦9 


என்பவை சார்பில்‌ மாறி (இங்கு யின்‌ கோவைகளாக இருக்கும்‌ 
வகையில்‌ அமைதீது, இரண்டாவது. 


மகன்‌ 
மதிப்பைக்‌ கண்டு, தீர்வை 


8 தியப ம்ம 
ye = 5 Qe dx4cC 


என உடனே எழுதலாம்‌. 0 என்ற மாறிலி . கட்டாயமாக இருத்தல்‌ 
வேண்டும்‌, 
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சில சமன்பாடுகளை 


த ர்சசிழு = ஜெ) 


என்ற அமைப்பில்‌ மாற்ற வேண்டியிருகீகலாம்‌. அப்போது தீர்வு 


/Pay [Pay 
xe == / Qe dy+C 


என முன்‌ கூறியபடி பெறலாம்‌. 


ட, 00108) ்‌ 
குறிப்பு: ௪ ௪ ' ரீளென்று தெரிந்திருதீதல்‌ நலம்‌. 


குறிப்பு 8: முதலில்‌ = 0 எனக்‌ கொண்டு தீர்வு கண்டு, 
பின்னர்‌ அதீதீர்வில்‌ .& என்பது ஐ, மு ஓட்டிய சார்பெனக்‌ கொண்டு 
dy இ i 
த்தம்‌ த 
என்ற சமன்பாட்டிற்குதீ தீர்வு காணும்‌ முறை ஒரு சிறப்பான முறை 
யாகும்‌. இது சாரா மாறி முறை (Variation of parameters) 
எனப்படும்‌. இம்முறை மற்றும்‌ பல இடங்களில்‌ பயன்படுமாதலின்‌ 
இது ஞாபகதீதிற்குரியது. 


2-8-3.1. தொகைகாண்‌ காரணி (Integrating factor): 


மேற்கூறிய முறையில்‌ மற்றோர்‌ நுணுக்கமான முறையும்‌ பெறப்‌ 
படுவது பற்றி அறிவது நலம்‌. 


dy Lp _dAe ல்‌ 
dz J = ax 
என்ற அமைப்பை 
Pdf ‘dy dA 
*+Pv} “2 


என எழுதினால்‌ இடக்‌ கைப்புறம்‌ ஒரு தொகை காணற்குரிய சரியான 
வகைக்கெழு (perfect differential) என்பதைக்‌ காணலாம்‌. 
ஏனெனில்‌, 


கலு d தா்‌ {Pdr 
| ye 153 ர tye வி 
dz 


எமை 62 
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எனவே 1 * Py = Q என்ற சமன்பாட்டில்‌ இரு பக்கங்களையும்‌ 
ரசிப்பு 

உ. ஆல்‌ பெருக்கினால்‌ 


ரசப்‌ ரசப்‌ 
€ 2 23 


729 |= Qe 


அனப்பெறலாம்‌. இடகீ கைப்புறம்‌ 


dT. பசக 


உ கவி “1-4 ப 


எனத்‌ தீர்வு காணலாம்‌. 


இங்கு நாம்‌ கவனிக்க வேண்டியது யாதெனில்‌, 
dy 

f° 
dz ட 


8 திப 
என்பதை ச ஆல்‌ பெருக்க இடக்‌ கைப்புறம்‌ ஒரு சரியான வகைக்‌ 
{Paz 
கெழுவாகிறது. எனவே ௪ ஒரு தொகைகாண்‌ காரணி (An inte- 
grating factor) எனக்‌ கூறுகிறோம்‌. பொதுவாக இப்போது தொகை 
காண்‌ காரணி என்றால்‌ என்ன என்று வரையறுப்போம்‌. 


2-8-3.2. தொகைகாண்‌ காரணி: ஒரு குறிப்பிட்ட வகைக்‌ 
கெழுச்‌ சமன்பாடான MN = 0 என்ற சமன்பாட்டில்‌ இடக்‌ 
கைப்‌ புறதீதை நீல, 3) என்ற சார்பினால்‌ பெருக்கினால்‌ 
WM dx+yuN dy 
என்பது - 12 (௭, 3)] என்ற அமைப்பில்‌ கிடைப்பதாககீ கொள்வோம்‌. 


கல்ப்‌ 17224 1/8] - 0 என்பதன்‌ தீர்வு காணப்‌ பயன்படும்‌ ஐ(ஐ, 3) 


என்ற சார்பினை அச்சமன்பாட்டிற்கு ஒரு தொகைகாண்‌ காரணி எனக்‌ 
கூறுவது மரபாம்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 1: லர] ய உ 8[3(ஐ2-135)] எனப்‌ பார்தீத 
வுடன்‌ அறியலாம்‌. அதையே 


d d 
d+] = ay 
எனவும்‌ எழுதலாம்‌. 
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எனவே, 
x+y dy _ 0 எனில்‌ 
dzx 
a [3 (x2 + y2)] ௩ 0 என 
dr 


எழுதி, : லீ க 4 
எனத தீர்வு காணலாம்‌. இங்கு எவ்விதத்‌ தொகைகாண்‌ காரணியையும்‌ 
பயன்படுதீதவில்லை. 
எடுத்துக்காட்டு 2: 031-44௨ -0 
இரு பக்கங்களையும்‌ ஆல்‌ பெருக்கினால்‌ 


xdy—ydx 


2 =0 


எனப்‌ பெறலாம்‌. எனவே 


என்ற தீர்வு கிட்டும்‌. இங்கு ்‌ என்பது ஒரு தொகைகாண்‌ காரணி 
யாய்‌ அமைகின்றது. 


எடுத்துக்காட்டு 8: ty tan x=cosSx 
என்பதன்‌ தீர்வு காண்க. 
ஈண்டு P=tanx; Q=cos%z., எனவே 
மில ftan = dx =log sec ஐ 


JPdz log sec ஐ 
எனவே 6 = த = sec zx 


தீர்வு, வாய்பாட்டின்படி 
18202: 70௦௦532890 ல 820 
= cos wdeic 


in? 
நகல்‌ 4௦ 


அதாவது, 318902 = (ஜேகம்ட 22) 0) 
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எடுத்துக்காட்டு 4: 


dy 
dz 


xy 1 


122 “2014௧௮ 


இன்‌ தீர்வு காண்க, 





x 
[Pa ரர 5 dr = g log (1+ x2) 


2 

log (1+ 224 
4 1 
பள log (+a?) = (டின்‌ 


து தீர்வு, வாய்பாட்டின்படி 


3 


2 
1 [re 
2x (1+?) 


dx அத 
2xVir 


த log tan (ஆஅ +C 


போல) 


il 





என்பது தீர்வாகும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 5: 


d 41 ட்டு அ 
லம ஏ39 
dy தற y+i 
82 w(1—2y) _ e% 
கவர்‌ ஏழ்‌ வ்‌ ஏ 


என்ற அமைப்பில்‌ ர சார்பில்‌ மாறியாகவும்‌, ஐ சார்புடை மாறியாகவும்‌ 
இருப்பது காண்க. 


2y—1 


_ e213 log (y +1) 





(y+1)° 
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தீர்வு, வாய்பாட்டின்படி 


xe ey 29 
— 3 . dy LC 
y+riP (y+i)? (y +1) 
dy 
C 
(y+1)* பூ 


1 
Tay + 














அதாவது, லேச2! = 4 (ர41)8-1 என்பது தீர்வு, 
2-84. அமைப்பு 4: 
dy _ கொ 
ட y= 


என்பது 2-3:3இல்‌ விளக்கப்பட்ட அமைப்பை ஒட்டியதோர்‌ அமைப்‌ 
பாகும்‌; 2; என்பவை ஐ ஒட்டிய சார்புகள்‌. இது பெர்னோலிக்‌ 
சமன்பாடு [Bernoulli’s Equation] எனப்படும்‌. இதன்‌ தீர்வு 
காணும்‌ முறை இரு பக்கங்களையும்‌ 


4 ஆல்‌ பெருக்கினால்‌ வரும்‌. 
1 dy ர்‌ 
த 
எனக்‌ கிடைக்கும்‌. இங்கு 





எனக்‌ கொண்டால்‌ 
(௩-1) பு _ dv 


y" 82. மே 
எனப்‌ பெறலாம்‌. 
1 dy oe 1 dv 
மூ. (௩-1) dz 
ஆகும்‌. இவற்றினைக்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில்‌ ஈடு செய்ய 
1 dv 
ஸை கட ரு + Pv = Q 
எனக்‌ கிடைக்கும்‌. அதாவது 


ட — P(n —1)v = (௩-1) 


40 வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


இதை 


என எழுதினால்‌ [2 ழெ லூ ஒட்டிய சார்புகளே ; ஏனெனில்‌ (௩-1) 
ஓர்‌ எண்‌]. 2-3:3இல்‌ கண்ட அமைப்புக்கு ஒதீதிருப்பதால்‌ முக்குப்‌ 
பதில்‌ ம இருக்கின்றது) இதன்‌ தீர்வு 


இங்கு 0 ௪ ட என ஈடு செய்ய நமக்கு வேண்டிய தீர்வு கிட்டு 
கின்றது. 


எடுத்துக்காட்டு 1: + = 22515 என்ற சமன்பாட்டின்‌ 


தீர்வு காண்க. 
இரு பக்கங்களையும்‌ ஏுூ£ஆல்‌ வகுதீதால்‌ 
ப தும்‌ 
ye ax yy x 
ட - ம என ஈடு செய்க. எனவே 
ldv ,v 2 
— வெக மை கீ கி கீ ம்‌. 
ற பற ௨2 எனக்‌ கிடைக்கு 
அதாவது 
ட 592 
dr 


இங்கு ௮ -ஃ, ௫ -522, எனவே 
5 
Pon A 5 log x அன்‌ 
உ தீர்வு ள்‌ 
௮2.5 = — [5252 8-0 


அட 5 
த்த 
1 


அதாவது - mE] என ஈடு செய்ய 


x 
1 523 Cas 
அல்லது 15 = ந லே என்பது தீர்வாகும்‌. 
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ரச 
எடுத்துக்காட்டு 2: ஏழ ப்ப = ye “இன்‌ தீர்வு காண்க. 


Yay > வ்‌. என இதை எழுதலாம்‌. எனவே 
x 

1 dy ஐ ஜீ 

_— அள அமை வத்‌ மம்‌ ட்‌ 

5 dx y2 

— 1 2 dy_dv 

Ty = எனக்‌ கொண்டால்‌; ப க ஸா 


எனவே இவற்றினை ஈடு செய்ய 





1 dv ட ட ஜதி 
5 ரப்‌ = ௭9 
அல்லது 
டத்‌ 
2 ஐ 22௪5 
02 
௯3 
இங்கு P= 2) Q 3௪ ட 
202 f2zdz x2 
எனவே ௪ =e =e « 
எனவே தீர்வு 
2 ல்‌ 
vel = =/2e ல்‌, e d+ 
= ஐ 0 
ட்ட 
நட கை ம? = 2240 
2 
அதாவது ee = 93334 Ay? என்பது தீர்வாகும்‌. 
பயிற்சி 2-4 
தீர்வு காண்க: 
1. dy + 2y — ப 


2s 21 ட்‌ 2 ண்மை ௮. 

9. 
dy 

4. (e=1)+Y = z(x—1)2 


dy ்‌ டத்‌ 
5. J, TY cos w= sin 22 (கட்டுப்பாடு ஐ=0, 4-0) 


48 வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


d 
6. (2-0) +1) y=1 


7. Vary cot x = cosec @ 


dy து க 


டல்‌ 
9. (1- yy - 0 


[ர *கசிழு- ஜெ) என்ற அமைப்பு | 


10. x(x—1) cos ப dy - + sin y=x(c—1)2 
[z=siற ஏ என க செய்க] 


dy. 9 ட 
பவ 1 
11, Y= 


d 
12. y log y+(x—logy) ௪0 


dy ்‌ 
_— _— <9 
13. ப ரா 24/1 சூழு 


01. ஏழு 





+xy°=0 


15. 2 Yiy+ay(i+log )}=0 
dy 


16. * 2-6 என்ற சமன்பாட்டிற்கு ம; உ என்பவை இரு 
தீர்வுகள்‌, 512 என இருப்பின்‌ 
23, dx 
௧1-1௪ என நிறுவுக (க-யாதாமொரு மாறிலி) 
dy, விச்‌ ரு. 
எ த அழ 
dy tany_ 2 
18. a (1+x)e sec y 
y siny 





[குறிப்பு : ௦௦5 2. ae (1+2)6 என எழுதி த ௧1 ம 
அன ஈடு செய்து தீர்வு காண்க.] 


முதல்‌ வரிசை வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ சிலஃ ௯ அமைப்புகள்‌ 


19. 


20. 


19. 


20. 


dy _ த 3 2 
120 x)—x5(y— x) 


விடைகள்‌ 
பயிற்சி 2-4 
rz 
9641323275 240௦ 
2y = 4(2.1)2-2ஐ-1 


42381 22-22 ௦௦5 2.4 


y= [2x log x—4ix’+x$+ லே] 


9-2” ப + sin 2-1 | 


Ya (௨-1) 41௦2 [2/2 4/2-1]--0௦ 

மூ க ஐ: 432 

42 240) 

4ஐ$ 1-1 44 

2(x—1) sin y=2x 1௦2ல௰- ஐ? 1 ஐ$3.1 42 
2234 Amiel 

2x 1௦ஐ4/--1௦ஐ.1௦௪ 4-1 0 

y’ [e” (z—=1)+ A]= x2 

34/12 aZ=y5[A+(1+w2)5/2] 


2,2 2x" 2 
94] [2 மேத கரி 


peal 0-2 


2m 


sin y=(1+x)(e”+C) 


1 
டப 4 Ce 
y= க e 


௮ ~2~1]=i. 


1581—4 
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50 வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


ஓ-35, அமைப்பு 6: 


yf(xy)dr+ag(xyi;dy=0 
என்ற அமைப்பைப்‌ பார்ப்போம்‌. இங்கு ர ௫2 என ஈடு செய்தால்‌ 


உமம 2 = ல்‌ என வரும்‌. 


இவற்றைக்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில்‌ ஈடு செய்தால்‌ 


| 
y{(z)+xg(z) Es] =0 
04 2] 

எனப்பெறலாம்‌. அதாவது 

d 

2972-2705) (2-4]- 0 
அதாவது 5 
z f(2)+ag(z) 7—zg(z) = 0 


எனவே 
2 {f(z2)—g(z)}dx+rxg(z)dz = 0 
இது அமைப்பு (1)இல்‌ உள்ளது. எனவே 


[2+ le 0. பகு 
zif(z)— oe 


என்ற தீரீவு கிடைக்கும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 1: 4(1421)2--௨(1--ஐம)ம = 0 என்பதின்‌ 
தீர்வு காண்க. 
லழ - த என ஈடு செய்ய 


dz 
ட ட மூ. | dz 
9) ஓ ரி ன்‌ 


இவற்றைக்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில்‌ ஈடு செய்ய 


dz 
எ ய்‌ 
y(1+2z)+a(l—z | மே டூ 
ஸ்‌ 


ன்‌ xy(l + 25) + x(l வ 555 டட தன்‌ 24781 கை z) = 0 








2 2[(1+22)-(1-2)] கட்ச 0 


முதல்‌ வரிசை வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ சிலஃ அமைப்புகள்‌ 


ட dx 1—z 
°° த 2 3-3-2 = 0 


தொகை காண 


அல்லது Ax =e 
அல்லது Ax3=e .z 


அல்லது Kx? = ye 
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என்பது பொதுத்‌ தீர்வாகும்‌. இங்கு ஐ - 1, = 1 என்ற கட்டுப்பாடு 


இருப்பின்‌ ஒரு சிறப்புதீ தீர்வு பெற | 
K-12 = 1-௪ எனக்‌ கிட்டும்‌. 
அதாவது 


அல்லது 22 = ye 
என்ற சிறப்புதீ தீர்வு கிட்டும்‌ 


பயிற்சி 2-5 
தீர்வு காண்க? 
1. (xy’+y)dr+(q2y—q)dy - 0 


2. (ழு லர -1)]24 (லம ஐ லு = 0 


3. முழு 19-00 லந வம) = 0 
4. முழு) (ல ல7ழ)2மு க 0 
5. (0-அுல392-1 (3 -ஐூ)ீழு = 0 
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வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


விடைகள்‌ 
பயிற்சி 2-5 
y = அகில? 
x2y?—2xylogCy = 1 
2x2y?’log y—2xy—1 = Cay? 
x= நேச? 


logzx = xy—-jx2y2+rA 


பயிற்சி 2-6 


பலவிதச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ பொதுத தீர்வுகள்‌ காண்க. ஏதாவது 
கட்டுப்பாடுகள்‌ கொடுக்கப்பட்டிருப்பின்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வுகளையும்‌ காண்க. 


0 
dy கம்‌ 
1125-7 _y2 0 


logy tay log(l+x) = 0 


dy 


2௨ 422 cosh xcoshy = 0 
x 


mys = 2242 = ஐ என ஈடு செய்க) 





1x? சத்‌ = லி (கட்டுப்பாடு ஐ = 0, =0) 








dy _ dy 
J TY 
dy _y+VaTFy? 
de 2 


(x2 2qy)dy + (cy 132 132282 = 0 


ழு nN ட _ YN _ 
(௫௦௦௧8 4] ௭௨3) ம (y sin ௨௦௦3) ௨410 
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[குறிப்பு : 2 5 49 என ஈடு செய்க] 


11. (41) (2-0) - 824 6] 


13. லே ௦௦5021) - ஐழ sin(xy) 
dy க 
௩ {ry — x2 = 
+= {2x3y = x2sin(xy)} = 0 


[குறிப்பு: ஐழ ௪ என ஈடு செய்க. 
14. oH = 2y tan x+y? tan’x 


15. 2739-௨) dy _ =+y+a 
A zty=-bJdx ஐஃறுஃம்‌ 


ம _e-tan yy dy _ 
16. (+99 +(o = 
17 த cos x = y" sin 2x 
‘aw 4 
d 
18. (y+) = 


19, 2/5 82 - ஐ-]௦ஐ:14) 4.4 என்ற சமன்பாட்டில்‌ ॥ என்பது 
௪ இன்‌ சார்பு, .& ஒரு மாறிலி; மேலும்‌ 2-0), 9-0 என்ற 
கட்டுப்பாடு பொருத்தம்‌ உடையதாயின்‌; 92௪” sinh ஐ 
என நிறுவுக. 

20. ௦௦94௦40800 

21. ydy=(y+1)(1—x)dz 

22. லெ4(1-27) ௦௦யு dy=0 

23. dr+(2r cot 01% 29)d9=0 


dt » i 
24. 75 = 0110 sin 2t 


25. (4x2y~6)+x° ன ட [ஏழ = 2 என ஈடு செய்க] 
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26. 


27. 


17. 


வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


dy 
ட 4 
+2xy+qyi=0 


(2x2+3y2—7)x dr—(3w2+2y2—8)y dy=0 
ரத்‌ செய்‌ 
| yy? என ஈடுசெ | 


ஓ = 


விடைகள்‌ 
பயிற்சி 2-6 
மு)? = C 
Azz 
கேப்ப வல 
ச “ஐ ்‌ 
(log y)?+(x2—1) 1௦ஐ(14ஐுஐஃ ல? A 
y=log tan jcosh —zx sinh w+ .A} 
y’ = Ae2*_x2 
4122+ =C (பொது) 
Via? =2 (சிறப்பு) 
கை 13/2) ட... 0 
ory 
லெ] Vary? 
x(y°+zyta?)=C 


JN 
ay oos( 2) ௪ C 


ty=C ௨-9) 


“Cx = el 


x(x2y2+cos ஐய) 0 
sec2x = y(C —1 tans) 
(2-6) logl(z+y)2—ab]=2(r—y)+c 


-1 
2 தன J -tan-iy4C 
1 71) 51 ஐ 

ண =e 4 2 sin மர 
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18. w=Ce—y—2 

20. p=Ccosg 

21. wy = log Ax(y+1) 

1—zx 

1+ 

23. 2r sin’Q+sinQ=C 

24. 4 = —i(3sin 274005 2f)+C est 


22. sin?y=C 


3 0 
26. 41.4 27 


27. (மூநு1)8 = 033240), 


8. முதல்‌ வரிசை வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
பொருத்தமான வகைக்கெமுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
(Differential Equations of the First order 
Exact Differential Equations) 


2-1. சே) 5 CC என்ற சமன்பாட்டில்‌ முதல்‌ வகைக்கெழு 
வான கண்டு, அதையொட்டி அமைக்கப்பட்ட முதல்‌ வரிசைசீ 
சமன்பாடு முதல்‌ வரிசைப்‌ பொருத்தமான வகைக்கெமழுச்‌ சமன்பாடு 
எனப்படும்‌. 
எடுதீதுக்காட்டாக 

yr ஐஐ ஐமு 2 0 
cH கண்டால்‌ 


என்ற சமன்பாட்டில்‌ ற 


d d 
322-325 4234௧7 ட 3 


—2xy a Hay = 0 


எனப்‌ பெறப்படும்‌. இதை மாற்றி எழுதினால்‌ 
ட்ட (x2—2xy—3y2+q)+(3r2r2ry—y2LYy) 2 0 
என்ற முதல்‌ வரிசைசீ சமன்பாடு கிடைக்கும்‌. இதையே 
லே] மு) (மநு ம 20 =O 


என எழுதலாம்‌. இது ஒரு பொருத்தமான வகைக்கெழுசீ சமன்பாடு 
எனப்படும்‌. இதன்‌ தீர்வு 
லூ மு ஐ றற ம = 0 


முதல்‌ வரிசை வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ பொருதீதமான.. 57 


இவ்விதமாக அமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு ஒரு முதல்‌ வரிசைப்‌ பொருதீத 

மான வகைக்கெழுசீ சமன்பாடு எனப்படும்‌. இதன்‌ பொது அமைப்பு 
சிரில்‌ LNdy — 

எனவிருக்கும்‌. 


8-1-1. ஆனால்‌, 8824 1780 என்ற சமன்பாடு ஒரு 
பொருதீதமான சமன்பாடெனக்‌ கண்டு கொள்வது எப்படி? அப்படிக்‌ 
கொண்டபின்‌ அதன்‌ தீர்வு காணும்‌ முறை என்ன? இவைகளைப்பற்றி 
ஈண்டுக்‌ காண்போம்‌. 


Mdzx+Ndy என்ற சமன்பாடு ஒரு பொருத்தமான (வகைக்கெழு) 
சமன்பாடாக இருக்க வேண்டுமென்றால்‌, பம NN என்பது ஒரு. 
சரியான வகையீட்டுக்குரிய நுண்ணெண்‌ (Perfect Differential) 
ஆக இருத்தல்‌ வேண்டும்‌. அப்படியிருக்க வேண்டுமென்றால்‌, 2”(ஐ;3) 
என்ற ஓர்‌ சார்பின்‌ மேல்‌ 6 வகைக்கெழுசீ செயல்‌ ?? செய்து மட்டுமே 
28824 7/8 என்பது பெறப்பட்டிருக்க வேண்டும்‌. அப்போது 

dF = Mdx+Ndy ஆகும்‌. 


ஆனால்‌ dF - உ ச என நமக்குதீ தெரியும்‌, எனவே 


மேலிரண்டு தொடர்களையும்‌ ஒப்பிட்டால்‌ 
OF QF 


என்ற இரு கட்டுப்பாடுகள்‌ கிட்டும்‌. இவ்விரு கட்டுப்பாடுகளிலிருந்து 
0M 0-07 ) தட்டி 











oy லே? 93/22 
என்றும்‌ 
oN _ 9 _ OF 
22. 52 க்‌ 0x0 
எனவும்‌ பெறலாம்‌. 
oF ஓரா 
dyox 8261 
என்பதால்‌ நமக்கு . 
2 - 2 (A) 
y ox 


என்ற கட்டுப்பாட்டில்‌ 18, N இரண்டும்‌ அமைவது புலப்படுகின்‌ றது. 
எனவே 


Mdx+Ndy - 0 
என்பது ஒரு பொருத்தமான சமன்பாடெனில்‌ (.4) என்ற தொடர்பு 
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உண்மையாகும்‌. இது வேண்டிய கட்டுப்பாடு (Necessary 
condition) எனப்படும்‌. 


மறுதலையாக 

oM _ oN 

dy 6௨ 
ஆனால்‌ 4பமNபy என்பது ஒரு 'பொருதீதமான வகையீட்டுக்‌ 
குரிய நுண்ணெண்னாகும்‌ என்று நிறுவலாம்‌. 





J Md = 7 
எனக்‌ கொள்வோம்‌. அப்போது 
ov _ 
121 அறத்‌ 
எனவே 
க ன்‌ = pd [கொடுக்கப்பட்டூள்ளது.] 
ஆகவே 
| oN o/ov 
ர 
எனவே 


ov 
N= 3: 
இங்கு (ர) என்பது ர மட்டிலுமே சார்ந்த சார்பின்‌ வகைக்கெழு, 
எனவே 


Mde+Ndy = ல்ல 2 மீ +0" (y)dy 
= ௭760] 
= வகையீட்டுக்குரிய நுண்ணெண்‌ 
ஆகவே 882 *.17மம = 0 என்பதின்‌ தீர்வு 
= 724) = 09 


என்பதாகும்‌. எனவே பஜ 1/8] = 0 என்பது ஒரு பொருதீதமான 
சமன்பாடாக இருப்பதற்கு 


0 

Oy 0x 
என்ற கட்டுப்பாடு தேவையானதும்‌ போதுமானதும்‌ ஆகும்‌. இதை 
ஒரு தேற்றமாகக்‌ கொள்ளலாம்‌. 
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8-1-2. பொருத்தமான சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காணல்‌: 
oM இப” 
by 02 
பொருதீதமாகி, அது ஒரு பொருதீதமான சமன்பாடு என்று முடிவு 
கட்டப்பட்ட பின்பு செயல்முறையில்‌ பின்‌ கூறப்படும்‌ வழியில்‌ தீர்வு 
காணலாம்‌. முதலில்‌ ம ஒரு மாறிலியெனகீகொண்டு / 1742இன்‌ மதிப்‌ 
பறிக. இப்படிப்‌ பெறப்பட்ட உறுப்புகள்‌ அல்லாது / Nபிழஇல்‌ 
தோன்றும்‌ உறுப்புகளோடு முதற்கண்ட உறுப்புகளைக்‌ கூட்டி 0 
என்ற மாறிலிக்குசீ சமம்‌ செய்க. மாறாக 


Mdx+Ndy = 0 என்ற சமன்பாட்டில்‌ என்பது 


2 ஒரு மாறிலியெனக்‌ கொண்டு / Nபழஇன்‌ மதிப்பறிக. இப்படிப்‌ 
பெறப்பட்ட உறுப்புகள்‌ அல்லாது 782௨இல்‌ தோன்றும்‌ உறுப்பு 
களோடு முதற்கண்ட உறுப்புகளைக்‌ கூட்டி C என்ற மாறிலிக்குசீ 
சமம்‌ செய்க. இதில்‌ எந்த முறையிலும்‌ 

Mdzx+ Nady = 0 
என்ற பொருதீதமான சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகள்‌ காணலாம்‌. ஒரு 
முறைப்படி கண்ட தீர்வும்‌ மற்றொரு முறைப்படி கண்ட தீர்வும்‌ செய்‌ 
முறையைச்‌ சரிபார்க்கப்‌ பயன்படும்‌. 

குறிப்பு: மேற்கூறிய வழியைப்‌ பின்வருமாறும்‌ கூறலாம்‌. 

(1) 44 மாறிலியாகக்‌ கொண்டு 

./ 42 மதிப்பைகீ காண்க. 

(11) இல்‌ ஐ அற்ற உறுப்புக்களை மூலப்‌ பொருதீது தொகை 
காண்க, 

(111) (1), (1) இரண்டிலும்‌ வரும்‌ உறுப்புகளைக்‌ கூட்டி ஜே என்ற 
மாறிலிக்கு ஈடு செய்க, 


எடூத்துக்காட்டு 1: 

x(x2+y2~a2)dx+y(x’+y?+ta?)dy = 0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ 
தீர்வு காண்க. 

இங்கு 48 = x(x2ty2—a?);N = y(x24+y24+a?) 


மேலும்‌ வ = ர. எனவே இது ஒரு பொருதீதமான 


சமன்பாடு. ரூ ஒரு மாறிலியெனக்‌ கொள்க. அதையொட்டி 
JMdx = J (a+xy’—xal)dz 


= —+ a 


4 ல்‌ 2 
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இதைப்போல்‌ 
JNdy = { முல 431 மேச 
பல மு ya 
3 4 2 
எனவே தீர்வு 


x2y2 x a2r2 yt a2y2 க 
த பயன்‌ கடத்‌ 


அதாவது, 222 ஐ*- 233 நுர4 2௦22 - 0: (C” ஒரு மாறிலி.) 
எடுத்துக்காட்டு 2: தீர்வு காண்க. 
(44 22 வெழ$)224 (ழு ஜே yy = 0 
AN = 2ல3மு —3x2y2—5y* 


M 
ப்‌ ற 6x2y—6xy 
உ = oxly—6xy 
oy ox 


J Mdx - /(ஐ* ப மேரே 2245) 82 
லூ ry qZy® 
மரழஇல்‌ ௫ அற்ற உறுப்பு-5ர$. இதை புலிப்‌ பொருத்துதீ 
தொகைப்படுத்தினால்‌ 
J —5ydy=—ys 
எனவே தீர்வு 
ஐ5 ல] gS y= C 
குறிப்பு: எடுதீதுக்காட்டு (1)லீப்‌ பின்வருமாறும்‌ தீர்க்கலாம்‌. 
கொடுத்துள்ள சமன்பாட்டை 
adr +(ry’dx+aZydy)—axdx+yidy+a2ydy=0 
என எழுதலாம்‌. இதில்‌ 
24/2 
ay’dx+ax2ydy = படட ம 
என்று பார்‌ தீதவுடன்‌ விளங்கும்‌. எனவே கொடுத்துள்ள சமன்பாட்டை 
உறுப்புறுப்பாகதீ தொகை காணின்‌ 
J drt / 8(ஐ32)- 7 கலைகல4 fytdy+a?fydy= C 
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அதாவது; ர 9 5 யதா படத அண்‌ 


2 


அதாவது, ர்க 239-2௧7 4 2317 0” 


பயிற்சி 3-1 


பின்வரும்‌ சமன்பாடுகள்‌ பொருதீதமான சமன்பாடுகளாவெனசீ 
சோதித்துப்‌ பின்னர்‌ அவற்றின்‌ தீர்வுகளைகீ காண்க. 


1. 


2. 
9, 
4, 
5. 
6. 
7. 


மே றல?) + (y+ 22y2)=0 

(x2 qt y2)dz—(ye’—2xy)dy=0 

ydx —xdy 8௪2௦-0 

(2xy+y—tan y)dx+(x2—x tanZy +sec’y)dy=0 
(2y sin —cos y)dz+(q sin y—2 cos x)dy=0 
(e” +1) cos zdxtre’ sinxwdy=0 


(ஐ24ழ?)" (ஒழு -எ2றுிழ) 0 என்பது ஒரு பொருதீதமான 


சமன்பாடானால்‌, ௩இன்‌ மதிப்பென்ன ₹ கண்டபின்‌ தீர்வு காண்க. 


விடைகள்‌ 
பயிற்சி 3-1 


x+y 
oy AE 2-6 


2x3 —~3x2 roxy’ =6e¥(y—1)LC 
ye” =w+C 

gy +xy+(1—q)tany=C 

x cos y+2ycosw=C 
(e’+1)sinw=C 


n= ௮29 y= Ax. 


8-2. முதல்‌ வரிசை வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ : 


உரிய தொகைகாண்‌ காரணிகள்‌--பொருதீதமான சமன்பாடு 
களாக மாற்றக்‌ கூடியவை (Integrating factors—Equations that 
can be transformed into exact differential equations). 
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Mdz+Ndy=0 என்ற சமன்பாடு நேரடியாக ஒரு பொருதீதமான 
சமன்பாடாக இல்லாமல்‌ இருக்கலாம்‌ ( அதாவது க ட டட )- ஆனால்‌ 
y x 


இடப்‌ புறதீதிலுள்ள (1882 4 1/2) F(ம, ம) என்ற ஒரு கோவையால்‌ 
பெருக்கினால்‌ சில சமயம்‌ 


F(x. yy Mdz+ F(x, ம) Ndy=0 
என்ற சமன்பாடு ஒரு பொருதீதமான சமன்பாடாக வரலாம்‌. அதாவது 


py Fe WM = 2 WF, DN} 
என்பது உண்மையாகலாம்‌. அப்போது 

F(z, yy)Mdz+ F(z, y)Ndy=0 
என்பதின்‌ தீர்வை 

Mdx+Ndy=0 
என்பதின்‌ தீர்வாககீ கொள்ளலாம்‌. 


5-5. தொகைகாண்‌ காரணி: 

வரையறை : நேரடியாக ஒரு பொருதீதமான சமன்பாடாயில்லாத 
ஒரு வகைக்கெழுசீசமன்பாட்டை ஒரு குறிப்பிட்ட சார்பினால்‌ இரு 
்‌ பக்கமும்‌ பெருக்கும்‌ போது, பெறப்படும்‌ புதுச்‌ சமன்பாடு ஒரு பொருத்த 
மான சமன்பாடாக அமையுமானால்‌ அப்பெருக்கும்‌ சார்பைதீ தொகை 
காண்‌ காரணி எனக்‌ கூறுவது மரபு. 


3-2 இல்‌ கூறியபடி 2” (ஐ) என்பது “பல 4 ]ரமீமு = 0 என்ற 


சமன்பாட்டிற்குரிய ஒரு தொகைகாண்‌ காரணியாகும்‌. முன்பு 
ல்‌ 


dy ்‌ டல்‌ 
2-3-9.1இல்‌-* 4 மழ 9 என்ற சமன்பாட்டிற்கு ௪ என்பது ஒரு 


தொகைகாண்‌ காரணியாகும்‌ என்று கூறப்பட்டதை மறுபடியும்‌ ஒரு 
முறை இப்பின்னணியில்‌ பார்க்கவும்‌. 
இந்நிலையில்‌ 

F (x,y) Mdx+ F(x,y)Ndy=0 
என்பதை, 

[16] 4௦ 
என எழுதி 

௫-௦ 
என்ற தீர்வு காணலாம்‌. இதுவே 

Mdx + Ndy - 0 
என்பதின்‌ தீர்வு. 
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எடுத்துக்காட்டு : 

ydr — xdy = 0 
என்ற சமன்பாட்டில்‌ 

0 


= 15 = மெரி 
Oy ? 
A 0M. oN 
னு Oy “ 0x 


ஆனால்‌ 2 ஆல்‌ (ரு்௫-ப்ழ)2ப்‌ பெருக்கினால்‌ 


ydxr—~zxdy ட (2) 
y2 y 


எனக்‌ கிட்டும்‌. 
பி (2 )= 
ழ்‌ 


| 
௦ 


ள்‌ 
8 
என்பது தீர்வாகும்‌ 


8-4, தேற்றம்‌ : தொகைகாண்‌ காரணிகள்‌ எண்ணிலடங்கா. 
தெரிப்பு : ஐ 4 Nரழ = 0 என்ற சமன்பாட்டிற்குரிய தொகைக்‌. 
காரணி ம என்ற ஒரு சார்பெனகீ கொள்வோம்‌. அப்போது 
w(Mdx + Ndy) = மம 
என்று கிட்டும்‌. எனவே 
w=C 
என்பது ஒரு தீரீவாகும்‌. 
iw (Mdx + Ndy) =0 
என்பதை இரு பக்கங்களிலும்‌ ரீ (ம) ஆல்‌ பெருக்க 
மரீ (Mdr + Ndy) - 0 
எனக்‌ கிட்டும்‌. ஆகவே 
wf (ம) (Mdx + Ndy) = ரீ(ம) மம 
எனவே நரீ மே) என்பதும்‌ சபல 4 172] - 0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ 


ஒரு தொகைகாண்‌ காரணியாகும்‌. 7 ம) என்பது எண்ணிலடங்கா 
அமைப்புகளில்‌ வரலாமாதலின்‌ 


Mdx + Ndy - 0 
என்ற சமன்பாட்டிற்கு எண்ணிலடங்காத தொகைகாண்‌ காரணிகள்‌- 
உள்ளன. 
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எடுத்துக்காட்டு : 
முன்‌ 3-3 இல்‌ 
ydx - xdy = 0 


என்பதற்கு ஒரு தொகைகாண்‌ காரணி எனக்‌ கண்டோம்‌. 


1 
ஈண்டு ௦௦8 (=) ர்‌ என்பதும்‌ ஒரு தொகைகாண்‌ காரணி என 
நிறுவுவோம்‌. 


1 
Cos வ i ( yds - dy ) 
- காம்‌ ) 
்‌ 0 ட்‌ 


எனவே 
cos — ட )0 


அதாவது, sin ்‌ = C1 

என்பதும்‌ ஒரு தீர்வாகும்‌. இது புதியதொரு தீரீவல்ல; ஏனெனில்‌ 
ப மாறிலியானால்‌, sin ல ம்‌ ஒரு மாநிலியாகதீதானிருக்க வேண்டும்‌. 
இதீதீர்வு ருப்பு ௫0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுதான்‌ என்பதைப்‌ ' 


பின்வருமாறும்‌ காணலாம்‌. தீர்விற்கு இருபக்கமும்‌ ௨82ப்‌ பொருத்து 
வகைக்கெழு காணின்‌; 





எனஃவ, நமக்கு y-2%H டு 
என்று கிட்டும்‌. அதாவது 
ydz—xdy=0 
என்றாகின்றது. எனவே ரப்பு = 0 க்கு 51 (ே )= C; என்பது 
ஒரு பொருதீதமான தீர்வாகின்றது, 
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3-5. சில தொகைக்‌ காரணிகள்‌ : 
Mபஐ+Ndy=0 என்பது சமன்பாடு : 





0M oN 
ம. அ ட - 7(2) எனில்‌ 
யு ஒரு தொகைக்‌ காரணியாகும்‌. 


TG 
சமன்பாட்டை ல்‌ ஆல்‌ இருபுறமும்‌ பெருக்க, 


eC Marre Ny dy=0 
என்றாகின்றது. இதை M,dx+N,dy - 0 என எழுதலாம்‌. 


்‌ 9441 9 (0௪ 
மேலும்‌ தழ இழு | e 14 | 
_ எ 914 
oy 
ON; 0 [ர்க 
ரு 4 
ளி Nu அற்ற 
சட்டு N 
= ஜீ N+ | 
ML ON 
oy ளெ 
_ மறு OM oN 
=e | 11702) | 
2M oN 
- 0| ஏனெனில்‌ ட 
E னனில்‌ ல N f(s) | 
47525 


எனவே MபஐஃNரிழ=0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு ௪ 
தொகைகாண்‌ காரணியாகும்‌. 


ம்‌) 


ef ¢(y)dy என்பது ஒரு தொகைகாண்‌ காரணியாகும்‌. 
(முன்‌ மாதிரியே நிறுவலாம்‌). 
1581—5 
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(நந) (வ) 842478] ௫0 என்பது சமபடித்தான வகையீட்டுசி 


1 
சமன்பாடாக இருந்து ரஜ Ny 0 ஆனால்‌ நல 4 Ny என்பது ஒரு 
தொகைகாண்‌ காரணியாகும்‌. 


1 ட்‌ ச ௫ 7 
ட்டர்‌ ஆல்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டினை இருபுறமும்‌ 


M N 
பெருக்க Mar Ny னு Ma+ Ny = 0 
ன்று கிட்டும்‌ ல்‌ M ம்‌ oe -=N, எனவும்‌ 
என்று ட்டும்‌ ச டார +Ny இது ௮ கவ Mzx+Ny 1 வு 
கொண்டு ட 5 என நிறுவிதீ தெரிப்புக்‌ காண்க. 
M 3 


இதை Mdx+Ndy = 0 இல்‌ ஈடு செய்ய 
௮ ப dx+Ndy = 0 


என்று கிட்டும்‌. N-0 ஆதலால்‌ 
dy 
dz 
எனவே ௨-5 என்பது தீர்வாகும்‌. 


= 3 
9 


(iv) (a) Mdx+Ndy = 0 என்பதை 

y ரல) g(க,y)dy = 0 
என்ற அமைப்பில்‌ மாற்றி அமைக்க முடியுமென்றால்‌, 182-170 
என்ற கட்டுப்பாட்டின்‌ கண்‌ 





1 . 
Mz Ny என்பது ஒரு தொகைகாண்‌ 


காரணியாகும்‌. 
ர) ரட்ட 9D) ர 
நறு. Ma Ny 
என்பது ஒரு நிறை நுண்ணெண்ணாகும்‌. fs 
[அர்கம்‌ 1 2 _2g(zy) 
Oy LMx— Ny Mx—Ny 


என நிறுவலாம்‌. இதைப்‌ ம்க்‌ கட 
(ஐ) Mx—Ny = 0 எனில்‌ ணம = Ny. 
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எனவே 44 2704-0 என்ற சமன்பாடு 
d 

NE +Ndy =0 
என்றாகும்‌. எனவே 

N{ydx+xdy} = 
என்று கிட்டும்‌. 47/30 ஆதலின்‌ 

ydrtaxdy = 
என்றாகின்றது. எனவே இதன்‌ தீர்வு 

gy =C 
என்று பெறலாம்‌. 
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(ஈ) மேலும்‌ கீழே கொடுக்கப்பட்டிருக்கும்‌ சில தொகைக்‌ 


காரணிகளை வசதிக்கேற்பப்‌ பயன்படுதீதிக்கொள்ளலாம்‌. 


உறுப்பு வம்ப நிறை நுண்ணெண்‌ 

(a) xdy—ydzx ட ப்‌ அண ப ந a( 3 ்‌ 

| —(ydx—zxdy) ( க 5) 
b) கம்ம 1 கதறி (= 
(௦) zdy—ydz ர? y2 2 

1 dy dx 
(6) «dy -—yபல ny y அ க ட்‌. 

1 xdy—ydz 

cdy—ydz 
x- 


il 
௨ 
1] 
er 
ஜ்‌ 
ன்‌ 

| 
| 
ட்ட 


68 வகைக்கெமுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


1 xdy +ydz 
d d த அறிவிக கல்கி 1 
al 
8 | 
1 qdy + ydz 
ன பண த்‌ ஆம்‌ 
= dlog(xy) 
1 xdx+ydy 


—1 
ஸ்‌ | | 


1 dx -+ydy 
my அவறன. (05309 
= 8 (210274 15) 
பயிற்சி 8:2 


i. (2x—y) dx+(2y+x)dy = 0 என்பதற்கு படக ஒரு 
தொகைக்‌ காரணி என நிறுவித்‌ தீர்வு காண்க. 


2. 0௦52400800 என்பது ஒரு தொகைக்‌ காரணியெனக்கொண்டு 
tany dx+tanxdy = 0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 


3. (3/-ஐ8)62--லஐம்மு = 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு 7) என்ற 
சார்பு ஒரு தொகைக்‌ காரணி. தொகைக்‌ காரணி கண்டு தீர்வு காண்க. 


4, (1-எ)பம-லபழ ௪ 0 என்பதற்குக்‌ கேள்வி (3) போல்‌ தீர்வு 
காண்க. 


& 1 1 O-4 1 1 
5. ரிப்‌ = 0 என்பதற்கு, ஐ மு ஐ 12 “2 


என்பவை தொகைக்‌ காரணிகள்‌ என நிறுவி, தீர்வுகள்‌ கண்டு அவை 
யாவும்‌ ஒன்ற எனக்‌ காண்க. 
6. (c2—2zy—y2)dr+(+2Iy—y2)dy=0 என்பதற்கு கு 
ஸ்‌. 
ஒரு தொகைக்‌ காரணி என நிறுவித்‌ தீர்வு காண்க, 


7. (2742 -39)2240/24 ௨989-0 என்பதற்கு க 
ஒரு தொகைக்‌ காரணியென நிறுவிதிீ தீர்வு காண்க. 
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8. எபிலர்ரய 4 (24 று உ 0 என்பதற்கு னா ஒரு 
தொகைக்‌ காரணியென நிறுவிதீ தீர்வு காண்க. 


பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளுக்குத்‌ தீர்வு காண்க? 
9. (x2+y2+q)detaydy = 0 
10. (2xyte}+2xy® + y)dw + (ஒலி. ஐழு* ஜய்‌ = 0 
11. (xt+y)dr—qxytdy = 0 
12. y’de+x2—xqy—y2)dy=0 
13. y(x2y2+2)dx+x(2—2qx2y2)dy = 0 
14. yd+x(1—3x2y2)எழ = 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு ர ஒரு 
தொகைக்‌ காரணியெனில்‌ 8 கண்டு, தீர்வு காண்க, 


த்‌ 1 
1£. zdr+ydy+(x+y22dz 5 0 என்பதற்கு (ary) ஒரு 


தொகைக்‌ காரணியெனக்‌ கண்டு தீர்வு காண்க. 
16. xdy—ydx+y(x2+y2)dy+x(x2+ytde=0 என்பதற்கு 


oy ஒரு தொகைக்‌ காரணியெனில்‌ தீர்வு காண்க. 


பின்‌ வருவனவற்றிற்குத்‌ தொகைக்‌ காரணி கண்டு தீர்வு 

காண்க. 

17. ydr+x(qx’y—il)dy =0 

18. ydx—axdy+logxdx = 0 

19. (3+ y2)de—2xydy = 0 

20. (+y)dr—(x—y)dy = 0 

21. xdy-ydஐ = 0 என்பதற்கு ம்‌ ரீ (2) என்பது ஒரு 
தொகைக்‌ காரணியென நிறுவுக, 

22. [1/0 எரி(ஐ*35)]82 4 (72543) ஐமீ] =0 என்பது ஒரு 





பொருதீதமான சமன்பாடல்ல என்று நிறுவுக, மேலும்‌ பப்பு அதற்கு 
ஒரு தொகைகீ காரணியென நிறுவி 


(i) [9/--ஐ(6₹- 42722 11/62 y?) ஏldy = 0 என்ற சமன்‌ 
பாட்டின்‌ தீர்வையும்‌, 


70 வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 
(ii) {y+ cos (63-34) 22 413] cos(w2+y2)—zjdy = 0 என்ற 
சமன்பாட்டின்‌ தீர்வையும்‌ காண்க. 


குறிப்பு: இந்த விததீதில்‌ பல வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 
அமைக்கலாமென்பதைக்‌ கண்டு கொண்டு நான்கைந்து சமன்பாடுகள்‌ 
[/(:-24?) - ஓரோர்‌ அமைப்பு] அமைத்து அவற்றின்‌ தீர்வுகளைக்‌ 
காண்க. 


விடைகள்‌ 
பயிற்சி 3-2 


1. log (x2+ 3) Aten = 4 


2. sinxwsiny = 4 
3. நீல) = ல; ஐ14-க்ஐழே ௮ 4 
4, ரீ = க y= Are 
5. y= Ax 
6. பு = 4-4) 
7. w2’4+y’ = A(x+y) 
8. (டப ௫) 
9. Sxtrixt46xly2 0 
10. நுூல22-ட்க33- ஐ = ழே? 
11, yi = 4x logx+rCxt 


1 
3 
13. உன 


14, yfe = Cih:=3 


16. x2+y2+2 tan (3) = 0 


முதல்‌ வரிசை வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ பொருதீதமானஃஃ 71 


17.3 3223” = லே? 


x? 
1 
18. 223 y+logzx = Cx=1 


19. i 3x2 y2 = Cz 


1 ட்ட ஆடல்‌ $ ஹு 3(31/“ 
20. ply? Vig y? = Ce C1) 


22. (4 tan இட்‌ 2 
(il) tan~1 (3 J+ sin (x2+y2) = 0, 


2-6. சில சிறப்பு முதல்‌ வரிசை வகைக்கெழுச்‌ சமன்‌ 
பாடுகள்‌ : 


முன்‌ பகுதிகளில்‌ முதல்‌ வரிசை, முதற்படிசீ சமன்பாடுகள்‌ குறிப்‌ 
பிட்ட திட்ட அமைப்புகளில்‌ இருக்கும்போது அவற்றின்‌ தீர்வு காணும்‌ 
முறைகளைக்‌ கண்டோம்‌. இப்பகுதியில்‌ மற்ற வேறு அமைப்புகளில்‌ 
தோன்றக்கூடிய முதல்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு காணும்‌ முறை 
களை ஒவ்வொன்றாகப்‌ பார்ப்போம்‌. 


இப்பகுதியில்‌ ற என்பது ன ூகீ குறிக்கும்‌. 


3-6-1. அமைப்பு 1: நீரே ர, ற)=0 என்ற அமைப்பு 
அதாவது, Zp 14 Zp" 24 + Z, = 0 (A) 
எனக்‌ கொள்ளலாம்‌. இதில்‌ அபூ 2, என்பவை ஐ; ர சார்ந்த 


சார்புகளாகக்‌ கொள்ளலாம்‌. 


இவ்விதச்‌ சமன்பாடுகள்‌ பின்‌ கூறப்படும்‌ மூன்று வழிகளில்‌ 
தீர்க்கப்படலாம்‌. 


1. றின்‌ மதிப்பு கண்டு தீர்வுகாணல்‌ 
2. ஐஇன்‌ மதிப்பு கண்டு தீர்வுகாணல்‌ 
3. ருஇன்‌ மதிப்பு கண்டு தீர்வுகாணல்‌, 


இம்மூன்று வழிகளில்‌ எம்முறையில்‌ தீர்வு காண இயலும்‌ என்பது 
சமன்பாட்டின்‌ தன்மையைப்‌ பொருதீதுதீதான்‌ கூற முடியும்‌. 
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3-61 (6). (4) என்ற சமன்பாட்டை, றஇல்‌ ஓ. படிச்‌ சமன்‌ 
பாடாகக்‌ கொண்டு, இதை றில்‌ ஒன்றாம்படிச்‌ சினை களின்‌ பெருக்கலாக 
அமைக்க முடிந்தால்‌--அதாவது 

(2- 7102, D3 {pf Wipf =O 
என்று பிரிக்க முடிவதாகக்‌ கொள்வோம்‌. அப்போது 
P= fie) 
p= 72001) 
p=ji@Y) 
என்ற ௩ தீர்வுகள்‌ றக்குக்‌ கிட்டும்‌. இதில்‌ 
ம 
ப = ர்‌) 
என்று ஓவ்வொரு சமன்பாட்டினையும்‌ எழுதி, முற்பகுதிகளில்‌ கூறப்‌ 
பட்ட ஏதாமொரு அமைப்புக்கு மாற்றி 
F, (2; Ys லெ வகை 0; z வம 1, த்க்‌ ™ 
என்ற ௩ தீர்வுகள்‌ கிட்டும்‌. இதீதீர்வுகள்‌ யாவும்‌ (4) இன்‌ தீர்வுகளாகும்‌. 
மேலும்‌ இதீதீர்வுகளில்‌ C,, %....... , க்குப்‌ பதில்‌ என்ற மாறிலி 
யைக்‌ கொண்டாலும்‌ தீர்வுகளின்‌ பொதுத்தன்மை மாறாது. இவ்வாறு 
கொண்டால்‌ (.4)இன்‌ பொதுத்‌ தீர்வு. 
F. (2; 3) C) — 0; z வக 1, ss 75 
என்ற ௩ சமன்பாடுகளின்‌ பெருக்குத்‌ தொகையாகும்‌. அதாவது, 
னர (2, 49 C) உ கரத (x; Ys C) ௨௨௪௨4 வதி (25 பர்‌] C)=0 


என்பதாம்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 1: 
(py) (2-௮ (p—xy—2)=0 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 


d 

p= = ay () 
d 

p= = al (2) 


ம்‌ 
p= த = xy+m (3) 
என்ற மூன்று சமன்பாடுகள்‌ நமக்குக்‌ கிட்டும்‌. 
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(கன்‌ தீர்வு 


ட்‌ பை ர சக்ஸ்‌ 


2 
த log y வம்‌ 4 பே 


24 

அல்லது yy = 4௪ 2 (4) 
(2)இன்‌ தீர்வு 

Jay லை பலம தே 

௬3 

ல யு _ 3 (5) 
(2தன்‌ தீர்வு 

த ல்‌ ன்‌ 

y+1 
அல்லது log ர்க 57 + GC; 
2 
அல்லது 941 ௪ 4௪ (6) 


எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு 


x x2 
பு 3 ச்‌ 
| y= 42” | y= +4 | | y= 4c” +1 


என்பதாம்‌. 
8-6-1 ௫), (A) என்ற அமைப்பிலுள்ள சமன்பாட்டிலிருந்து 


g=F(y,p) 0000000 ம) 


என்ற ஒரு தொடர்பு கிடைக்கலாம்‌. அப்போது இரு பக்கங்களுக்கும்‌ 
ஏ ஓட்டிய வண்‌. காண 


dy = ன்‌ =! 


என்ற ஒரு வ்‌ கிட்டும்‌. 
அதாவது 


d 
ன ரத ன 
என்ற தொடர்பு கிட்டும்‌. இசீசமன்பாடு ர; ற என்ற இரு மாறிகளையும்‌ 
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oF லயும்‌ கொண்டது. இது நாம்‌ முன்னறிந்த முறைகளில்‌ ஏதாவது 
அமைப்பில்‌ அமைந்தால்‌ இதன்‌ தீர்வு 

W(y, 2) னை C ௧௧ ooo (C) 
எனக்‌ கிடைக்கலாம்‌. இப்போது (2), (0) என்ற சமன்பாடுகள்‌ கொண்டு 
ஐ நீக்க முடியுமானால்‌ நீக்குறு (௨111014௨௫0) 

K (x; y) வடி D (மாறிலி) ௪௧% (1) 
எனவரும்‌, இதுவே (.4)இன்‌ தீர்வாகும்‌. அவ்வாறு (42), (0) கொண்டு 
ஐ நீக்கி நீக்குறு காண இயலாவிட்டால்‌ (2), (2) இரண்டிலும்‌ தீர்வு 
அடங்கியுள்ளது எனக்‌ கூறினா 3ல தீர்வு கண்டதற்கு ஒப்பாகும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 2: 

ட 

ற்‌ 2 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 
இரு பக்கங்களுக்கும்‌ ஏ ஓட்டிய வகைக்கெழு காண 
221 1 _2ydp,idp 


கிட்டும்‌. இதை 
ல்ல ஆம ட 
dp" ஐ(ற-1)5 p-1 


என எழுதி (2. + py=Q ) என்ற அமைப்பினை மனதிற்‌ 


கொண்டு தீர்வு காணலாம்‌. 
, இதன்‌ தீர்வு 
y (1-3 க்‌ 9 ௪ 1௦ஐறஃ3 — கு C soo oo (EE) 


என்பதாம்‌. கொடுக்கப்பட்ட வண்ட வை (£)8யும்‌ கொண்டு ற89 


நீகீகசீ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு பெறப்படும்‌. அல்லது கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டில்‌ முக்கு ஈடுசெய்து 


1 pz | 1 1 
அட்டர்‌ அ 1 எ மள ௦) 1- க 
ழ்‌ | மு இ ற 
1 1 1 
= வைய்‌ 1௦ | soo ooo (F 
(2-1) | ற 2 பற்‌ 
எனப்‌ பெறலாம்‌. பின்னர்‌ (£), (F) இரண்டும்‌ சமன்பாட்டின்‌ 
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தீர்வுகள்‌ என்றும்‌ கூறலாம்‌ ; அல்லது (£), (22) இரண்டிலிருந்தும்‌ 92 
நீகீகினால்‌ பெறப்படும்‌ 

K (x,y, C) = 0 
என்பது தீர்வாகும்‌. (நீக்குவது எளிதாயில்லா திருக்கலாம்‌). 
8-6-1(C). (4) என்ற அமைப்பிலுள்ள சமன்பாட்டிலிருந்து 

y [சமை (ற) ௨௧௦௦ ௮௪ (ம) 

என்ற ஒரு தொடர்பு கிடைக்கலாம்‌. அப்போது இரு பக்கங்களுக்கும்‌ 
ஐ ஓட்டிய வகைகீகெழு காண 


dy dp 

1 அதம்‌ த ள்‌. ர்க pr} 
என்ற ஒரு தொடர்பு கிடைக்கும்‌. இச்சமன்பாடூ ஐ, ற என்ற இரு மாறி 
களையும்‌, 22 ஐயும்‌ கொண்டது. இது நாம்‌ முன்னறிந்த அமைப்பு 

x 

களில்‌ ஏதேனும்‌ ஒன்றில்‌ அமைந்தால்‌, இதன்‌ தீரீவு 

(கற) கணை ஆ ல்க (2௮) 
என்று கிட்டும்‌. இப்போது ( (1) என்ற தொடர்புகளைக்கொண்டு 
?ஓ& நீக்க முடியுமானால்‌ நீக்குறு (தliminant) 

A(x,y) = D000 (2) 
எனக்‌ கிட்டும்‌. இதுவே (.4)இன்‌ தீர்வாகும்‌. அவ்வாறு ( (02) 
கொண்டு [8 நீக்கி நீக்குறு காண இயலாவிடின்‌ (0), (02) என்ற இரண்‌ 
டிலும்‌ தீர்வு அடங்கியுள்ளது எனக்‌ கூறினாலே போதுமானது. 


எடுத்துக்காட்டு 8: 


y = 2px+p’a? 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 
ப்‌ — 2px + pix ௧௪௮ 2௫9 (1) 


இரு பக்கங்களுக்கும்‌ ௫ ஓட்டிய வகைகீகெழு காண 
dy dp dp 
ட றற | றற கீற?ற3 2-1 
dz க்‌்‌ வ்வ்‌ dx 
= (2p+2pix) +2 52 (x+2p’x?2) 


ப 2 4205) ற2றால = 0 


dp 
(p+ கட 2px) = 0 


என எழுத 
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ற்ட்ளை 22 = 
அதாவது) ௮ ட ள்‌ = 
அதாவது; log p+rzlog zx = பே 
க pVz = ரே 
C 
க ற = த sos ooo (11) 
1, 11 இரண்டையும்‌ கொண்டு 28 நீக்கினால்‌ 
y வ 22-2 ல Ce 2 
x ஐ 
2 முவற = ரேர்‌ வற 
அல்லது yw = [220ே- 044/2 ]5 
என்பது ஒரு தீர்வாகும்‌. அடுத்தபடியாக 
l+2p’x = 0 


என்பதில்‌ op இல்லையாதலின்‌ இ தனை விட்டுவிடலாம்‌. 
ல 


3-6-2. கிளெய்ராட்‌ அமைப்பு (Clailraut’s form); 
y = pa+f(p) 
இதன்‌ தீர்வு 
y = Ce+f(C) 


எனப்‌ பெறலாம்‌. இங்கு C ஒரு மாறிலி. இரு பக்கங்களுக்கும்‌ ச 
ஓட்டிய வகைக்கெழு காண 


_ய._ dp, றே 
தம்‌ படத 
2 dp த்‌ dp 
௨௫ ட தனை 0 
w+ (P) 
. dp ச இ 
ன்‌ ன்‌ 7-0 
அதாவது 2.௮ 0 
்‌ dz 
எனவே 29 ஸை ௫. 


எனக்‌ கிட்டுகின்றது. இதைக்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில்‌ ஈடு 
செய்து றல நீக்கினால்‌ 


y = Cwtf(C) 
என்ற தீர்வு கிடைக்கும்‌. 
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மேலும்‌ 
w+f‘(p) = 0 
என்ற சமன்பாட்டில்‌ or தோன்றவில்லையாதலால்‌ இதை விட்டுவிடலாம்‌. 


ஆனால்‌ இது பற்றிப்‌ பின்னர்கீ காணலாம்‌. 


பயிற்சி 8:8 
பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளுக்குதீ தீர்வு காண்க. இவை இப்பகுதியி 
இள்ள நான்கு அமைப்பு களின்பாற்படும்‌. 
1. p‘—p#(2y+3)+2p{(i+3y)—ipy=0. 
(குறிப்பு: இதை 7(ற)-0 எனக்கொண்டால்‌ 7(0) -7(1)--7(2-- 
ரீ3,-0. எனவே இதைக்‌ காரணிகளாகப்‌ பிரிக்கலாம்‌.) 
2. (xp+x+y) (apt) (yptx)=0 
3 ps—4p2+4p—1=0 
4. [y-perDlly-a(p+1)]=0 
5. t=p2+py 
6. Spi—py+i=0 
7. y=ip°+%p 
8. wty=p° 
9. p24+2px—8x2=0 
10. y=px+p° 
11. றற Vay pZ 
12. y=2px+2yp 
[2ம்‌ என ஈடு செய்க. கிளெய்ராட்‌ அமைப்பு] 
13. p2sin’y+cos x sin zxsinyp—cosysin’x=0 
[௦௦5 y =u; cos =v என ஈடு செய்க, கிளெய்ராட்‌' அமைப்பு] 
14. y=2p+Vi+p’ 
15. y=2pa+y’p [3-௪ என ஈடு செய்க] 
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விடைகள்‌ 
பயிற்சி 3-4 
1. -9)0-2-09) -2லை-0௦) (--௦25)0 
2. (ை/-421-௦) மே.) (ஐ? ம2-௦)-0 
3. -2-௦) -9- 3752-29 [9 4/52-2920 
4. தக்கம்‌ [y +x log cx]=0 











5. Fs 
x= Fe 11௦8 {pt வற“ யத்ர ன ரை | 
௦ 
கர ச தம வளமக எம ட 
904-411 31-11 
6. 2x= ல tA; y= P 
7. =6p2+ilogp+A 
ழூ நற ஆகற? 


8௨ கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடும்‌ 
322 
இட்ட ம —3p +3 log (1+p)+c 


9. (w2—y+c) (2x2+y+c)=0 
10. y=cx+c 
11. y=cx+Vc2+az 
cz 
12. y2= ர 
13. cos y=c cos x+c2 
14. w=2 log 2410௦ (றம றத 
தனை அரக பர்‌ அ 
15. 3/7 2௦௦403. 


4. ர வரிசை, முதற்படிச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
(nth- order - First degree differential Equations) 


௩ n=1 n—2 
4-1. ள்‌ ன னகர Yet த ச 

என்பது ஒரு ௩ வரிசை முதற்படிச்‌ சமன்பாட்டின்‌ பொது அமைப்‌ 
பாகும்‌. இதில்‌ ,, 2... ட & யாவும்‌ மாறிலிகளாகவோ அல்லது 
௪ சார்ந்த சார்புகளாகவோ இருக்கலாம்‌. இந்த அமைப்பில்‌ உள்ள 
சமன்பாடு ஓர்‌ ஒருபடி வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடு (Linear 
equation) எனப்படும்‌. இதில்‌ எல்லா வரிசையிலுள்ள வகைக்கெழுகீ 
களும்‌ முதற்படியில்‌ மட்டுமே இருக்கும்‌$ மேலும்‌ ஒரு வகைகீகெழு 
வுடன்‌ மற்றொரு வகைக்கெழு பெருக்கல்‌ பலனில்‌ தோன்றாது. 

டன்‌ இன்‌ கெழு ஒன்று என்றே கொள்ளலாம்‌. அவ்வாறு. 





இல்லாமல்‌ அக்கெழு ரீ எனின்‌ ஆல்‌ முழுவதையும்‌ வகுதீது: 
ன்‌ இன்‌ கெழுவை ஒன்று என்று இருக்கும்படிசீ செய்து கொள்ளலாம்‌. 


முதல்‌ வரிசை, முதற்படிச்‌ சமன்பாடு 
Py = Q என்ற அமைப்பிலிருக்கும்‌ சமன்பாட்டை நாம்‌. 


2-3 38ல்‌ பார்தீதோம்‌. இதற்குதீ தீர்வு காணும்‌ முறை நமக்குத்‌ 
தெரியும்‌. 

4-2. துணைத்‌ தீர்வு (Complementary function). சிறப்புத்‌. 
தீர்வு (Particutar integral), முழுத்‌ தீர்வு (Complete 
integral). 

முதலில்‌ (4) என்ற சமன்பாட்டிற்கு முழுதீ தீர்வானது 

da” da” 

sp RP, 1:25 ட்டு டத ண இட _— 0 sno oo ( BD) 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வினை ஒரு பகுதியாகக்‌ கொண்டிருக்கும்‌ என 


80 வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


நிறுவுவோம்‌. (B)இன்‌ ஒரு தீர்வு ரு ம) எனக்‌ கொண்டால்‌, 
Y= டே]; (டேஒரு மாறிலி) என்பதும்‌ ()இன்‌ ஒரு தீர்வாயிருக்கும்‌ 
என்பது பார்த்தாலே தெரியும்‌. அவ்வாறு மு ம ம ஐ மு. Y = Yh 
என்பவை (B)இன்‌ தீர்வுகளானால்‌ 

y = Cyan Y = ஜே, டு = பெ 
என்பவையும்‌ (8) இன்‌ தீர்வுகளாயிருக்கும்‌ (ஜே நே டி. டே. எல்லாம்‌ 
மாறிலிகள்‌), அதுமட்டுமின்றி 

பூ Cyt Cry CV iis oss) 
என்பது (8)இன்‌ தீர்வாக இருக்கும்‌ என்பதும்‌ விளங்கும்‌. [டி 12 அடி 
4. என்பவை நேரிய தொடர்பற்றவையாயிருப்பின்‌ (linearly 
independent) (C என்பது Bஇன்‌ முழுத்‌ தீர்வாகும்‌; ஏனெனில்‌ 
௩ வரிசைச்‌ சமன்பாட்டுக்குத்‌ தேவையான ௩ மாறிலிகள்‌ தீர்வில்‌ 
தோன்றுகின்றன. (இ)க்கும்‌ (4)க்கும்‌ உள்ள வேறுபாட்டினைக்‌ கண்டு 
கொள்க. 

இப்போது (கின்‌ ஒருதிீர்வு ரு ௩ எனக்‌ கொள்வோம்‌. 

அப்போது ல்‌ . 
y= 2C,y,+w 


என்பதும்‌ (A) இன்‌ ஒரு தீர்வாக இருக்கும்‌ எனக்‌ காட்டலாம்‌. 
ழு ௪ 7 34ம எனக்‌ கொள்க. (10) 
அதாவது இங்கு ¥ = ஜே, லே மு, எனக்‌ கொள்ளப்படு 


கிறது. மூ 34 4ம௮ (A)இல்‌ ஈடு செய்தால்‌ அச்சமன்பாடு சரி 
யாகின்றது. ஏனெனில்‌ 





(2 17342௮ 
உச அதத கள்‌ தன பாடம்‌ அப்து ௩2,274 
ஜம 17 


சாலை TTY 


+ TP LP 
= £4 எனக்‌ கொள்ளலாம்‌. 
£ = 0 என்று (0) வழிப்‌ புலப்படும்‌. 7” - ம என்ற பகுதியைப்‌ 
பொருதீதமட்டில்‌ மேற்கூறியபடி (4)இன்‌ ஒரு தீர்வு மூ: ம எனக்‌ 
கொள்ளப்பட்டது. எனவே ற ௮ ம என்பது £4)இன்‌ ஒரு தீர்வு, 
இதுவே (1)இன்‌ முழுத தீர்வு எனப்படும்‌. அதில்‌ 
* என்ற பகுதி துணைத்தீர்வு எனப்படும்‌ ; 
ய என்ற பகுதி சிறப்புத்‌ தீர்வு எனப்படும்‌. 
அதாவது ரக துணைத்‌ தீர்வு 4- சிறப்புத்‌ தீர்வு என்பது முழுதீதீர்வாகும்‌. 
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4-9. முதலில்‌ (3) இன்‌ தீர்வுகள்‌ பற்றிச்‌ சற்றுக்‌ குறிப்பாகவும்‌ 
விரிவாகவும்‌ பார்ப்போம்‌. பின்னர்‌ செயலிகள்‌ என்ற தலைப்பின்‌ கீழ்‌ 
(A) இன்‌ தீர்வுகள்‌ காணும்‌ முறைகளை ஆய்வோம்‌. ஆனால்‌, இனி 
இப்பகுதி முமுவதும்‌ ட; 29௭௦ம்‌, என்பவை மாறிலிகள்‌ எனக்‌ 
கொள்ளப்பட்டுச்‌ செய்முறைகள்‌ விளக்கப்படும்‌. 


4-3], முதலில்‌ P,, Pay ௪௪௨௧௦ ர னி என்பவை மாறிலிகள்‌ எனக்‌ 
கொண்டு 


ம diy 
ர AL 21 ரக்‌ pe, Y= 0 ons oon (Cr) 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகளைக்‌ காண்போம்‌. ரச்‌ என்பது ஒரு 
தீர்வெனக்‌ கொண்டால்‌ (இன்‌ இடப்புறத்தில்‌ பு ௫௪” எனவும்‌ அதன்‌ 
காரணமாக 


dy 2 மழு 
கண்‌ max ட்ட i ப்ப ல்க வனை. பச. ப 


என்று ஈடு செய்யும்‌ போது 

e™= உ நக அ Pim" +P,}=0 
எனக்‌ கிடைக்கின்றது. ௪5:0, எனவே, ௩ என்பது 

mm" + Pim"? ப 22௨௧௪ oT க கை ௨௧௮ (1) 
என்ற சாதாரண இயற்கணிதச்‌ சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தீர்வாகிறதென தீ 
தெரிகின்றது. ஆகவே (24) என்ற ௩ படிசீசமன்பாட்டின்‌ ஒரு தீர்வு 4 
ஆனால்‌ முசி என்பது (இன்‌ ஒரு தீர்வாகின்றது. ஏனெனில்‌ இதீ 
தீர்வினைச்‌ சமன்பாட்டில்‌ ஈடுசெய்யசீ சமன்பாட்டுகீகுப்‌ பொருதீதமா 
கின்றது. எனவே முன்னர்‌ 4-2. இல்‌ கூறியபடி y= 0௪73” என்பதை 
ஒரு தீரீவாகக்‌ கொள்ளலாம்‌. (0ேமாநிலி), (இக்கு மொத்தம்‌ 
தீர்வுகள்‌ இருப்பதால்‌ (மெய்யெண்‌ தீர்வுகள்‌, கற்பனையெண்‌ தீர்வுகள்‌) 
அவற்றினை ௮ 77%) ௨-௮ சர, எனக்‌ குறிப்பிட்டால்‌ 

0712) y = தேளின்‌)... ; Cea 
என தீர்வுகள்‌ கிடைக்கும்‌. மறுபடியும்‌ முன்னர்‌ 4-1:இல்‌ கூறியபடி 
y = Cje™1" + Cje™2" 4 ess + சக? 


என்பது (இன்‌ முழுதீதீர்வு. ஏனெனில்‌ தேவைப்படும்‌ ௩ மாறிலிகள்‌ 
உள்ளன. 


4-3-2. DD என்ற செயலியை முறைப்படி பயன்படுத்தி, (௦ என்ற 
சமன்பாட்டினை, 
(D"+ P,D"-14 P,D2 4 ieee P,) Y=0 ve ooo (EL) 
எனவும்‌ எழுதலாம்‌. 
1581—6 
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இங்கு 


மர என்பது லயும்‌ 


ற என்பது“ ஐயும்‌ 
௭ பது 7-2 ய 


௨௨௮௨ ௧௦௭ ௧௪ சல க்கம்‌ ககக 
n 


"ரு என்பது ட லயும்‌ 


குறிக்கும்‌. வகை நுண்கணிதப்‌ பகுதியில்‌ இக்குறியீடுகள்‌ எடுத்‌ 
துரைக்கப்பட்டிருக்கும்‌. இனி (0) என்ற முறையிலோ (&) என்ற 
முறையிலோ பின்னர்‌ தேவைக்குத்‌ தகுந்தபடி இசீசமன்பாடுகள்‌ 
குறிக்கப்படும்‌ ; இரண்டும்‌ ஒன்றே என மனதில்‌ கொள்ள வேண்டும்‌. 


இப்போது (K)இல்‌ க்குப்‌ பதிலாக 1௩92 ஈடுசெய்தால்‌ (02) என்ற 
சமன்பாடு கிட்டும்‌ என்பதை நடைமுறைக்குப்‌ பயன்படுதீதிக்‌ 
கொள்ளலாம்‌. (ட இலிருந்தோ, (&) இலிருந்தோ இவ்வகையில்‌ 
பெறப்படும்‌ (12) என்ற சமன்பாடு கொடுக்கப்பட்ட வகைக்கெழுசீ சமன்‌ 
பாட்டிற்குரிய துணைச்‌ சமன்பாடு எனக்‌ கூறப்படுவதுண்டு. இத்‌ 
துணைச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகள்‌ ழூ 77% ஃஃடி 7, என்பவை 

Y = 13 ேள2 fH ooo Fr பே 

என்ற தீர்வு காணப்‌ பயன்படுகின்‌ றன. 


4-5. 
-ஒரு பகுதியான 
Y= Cje™1* ஷ்‌ C,e™2" oe so (சு? 


என்ற தணைதீதீர்வினைக்‌ கண்டோம்‌. இப்போது இன்னும்‌ சற்று 
விரிவாக 


4-2.இல்‌ (4) என்ற சமன்பாட்டிற்குரிய முழுதீதீர்வின்‌ 


m+ Pjm"1+ Pm" சம +P, = 0 ooo oo (EL) 


என்ற இயற்கணிதச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகளின்‌ தன்மைகளையொட்டி 
எப்படியெப்படி வகைக்கெழுசீ சமன்பாட்டின்‌ துணைதீதீர்வு அமைகிற. 
தென்பதை விரிவாகப்‌ பார்ப்போம்‌. (22) என்ற சமன்பாட்டின்‌ 
தீர்வுகள்‌ பல விதங்களில்‌ அமையலாம்‌. 


1. வெவ்வேறு மெய்யெண்‌ தீர்வுகள்‌ (எண்ணிக்கை ௩). 


2. சில மெய்யெண்‌ தீர்வுகள்‌ ; சில கற்பனைத்‌ தீர்வுகள்‌ &41],, 
&-18 என இரட்டை இரட்டையாக வரும்‌. 
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3. சில மெய்யெண்‌ தீர்வுகள்‌ மடங்குதீ தீர்வுகளாக வரும்‌ (அதாவது 
ஒரே தீர்வு, இரண்டு அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட தீர்வுகள்‌ சமமா 
யிருக்கும்‌), 

4. சில கற்பனையெண்‌ தீர்வுகள்‌ இரட்டை, இரட்டையாகி மடங்குதீ 
தீர்வுகளாகவும்‌ வரும்‌. 

துணைச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகள்‌ வெவ்வேறு மெய்யெண்களாக 
45 7729 ILE) mM, சன இருப்பின்‌ 

Y = Cje™1° 4 C722 A ௫ Cen 
என உடனடியாக எழுதிவிடலாம்‌. 


4.8:2-2. துணைச்‌ சமன்பாட்டில்‌ &418, &-8 என்ற இரு 
கற்பனைத்‌ தீர்வுகள்‌ உள்ளனவெனக்‌ கொள்வோம்‌. இந்த இரு ௩ மதிப்‌ 
புக்களுக்குரிய தீர்வுப்‌ பகுதி 

= ஆரோனிய. இ ஓக 
என்பதாம்‌. (4, 29 மாறிலிகள்‌). கோண கணித அடிப்படையில்‌ 
ஆதர) இடப) = e{ Ae” 4 Be™™™} 
= e““{A(cos fet sin fx) 

+ B (cos fx =t sin Px)! 
௪10.) cos fx+C, sin Pax} 
என எழுதலாம்‌. பே ரே வேறு வேறு மாறிலிகள்‌. எனவே Att; 
4-18 என்ற துணைத்‌ தீர்வுகளுகீகுரிய வகைக்கெழுசீ சமன்பாட்டின்‌ 
தீர்வுப்‌ பகுதி = ௪“[C, cos fx + தே sin நீல], 

4-8-2:8. துணைச்‌ சமன்பாட்டில்‌ ல, & என இரு மெய்யெண்‌ சமத்‌ 
தீர்வுகள்‌ உன்ளன எனக்‌ கொள்வோம்‌. 


அதாவது துணைச்சமன்‌ தீர்வுகள்‌ பி 7712) ட 72 என ௩-௮ 
வெவ்வேறு தீர்வுகளும்‌, ஷ, & என மற்றிரண்டு தீர்வுகளும்‌ சேர்ந்து 
௩ தீர்வுகளாகும்‌. எனவே வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு 


Y = Cjer1*4 Cje™2® +t பேரம 2 C10 நெ” 
n—2 
ன 2, C,e™r" + (C41 + ஜே” 


(0,_ பே என்பதும்‌ ஒரு மாறிலி ஆனபடியால்‌ அதை ஓரே ஒரு 
மாறிலி எனக்‌ கொள்வதில்‌ தவறேதுமில்லை ; கொள்ளதீதான்‌ வேண்டும்‌. 
எனவே 7இல்‌ ௩-1) மாறிலிகளேயிருக்கும்‌. ஆனால்‌ ௩ வரிசைச்‌ 
சமன்பாட்டில்‌ ௩ மாறிலிகள்‌ இருக்க வேண்டும்‌. எனவே (௩-1) 
மாறிலிகள்‌ கொண்ட தீர்வு ஒரு ௩ வரிசைசீ சமன்பாட்டின்‌ முழுத்‌ 


$4 வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


தீர்வாக இருக்க இயலாது. இந்த நிலையை எவ்வாறு பொருந்தும்படிச்‌ 
செய்வது? 
அப்போது 

d2y dy 

5 “சீஸ்‌ ர்‌ வரர ௫௫௫௫... (M) 
என்ற சமன்பாட்டை எடுதீதுக்‌ கொள்வோம்‌. இதற்குரிய துணைச்‌ 
சமன்பாடு 

m2—2dm+d2=0 

இதன்‌ தீர்வுகள்‌ ல, ஃ. எனவே (4) என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு 


= Ae 4 Be“ 


= (A+ Be 
= Ce 


என ஓரே ஒரு மாறிலி உள்ள தீர்வு கிடைக்கிறது? ஆனால்‌ இரண்டாம்‌ 
வரிசைச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வில்‌ இரண்டு மாறிலிகள்‌ தோன்ற வேண்டும்‌. 
இதை எவ்வாறு பொருந்த மாற்றியமைப்பது என்று கண்டுகொண்டால்‌ 
பொதுவாக இரு சமதீதீர்வுகள்‌, துணைசீ சமன்பாட்டில்‌ தோன்றும்‌ 
போது, வகைக்கெழுசீ சமன்பாட்டுதீ தீர்வு எப்படி அமையும்‌ எனத்‌ 
தெரிந்து கொள்ளலாம்‌. அடுதீத பகுதியில்‌ விளக்கப்பட்டிருக்கும்‌ 
செயலிகளைப்பற்றிக்‌ கொஞ்சம்‌ அறிந்து கொண்டபின்‌, பின்வரும்‌ 
பகுதியை நன்கு விளங்கிக்‌ கொள்ளலாம்‌. எனினும்‌ தொடர்சீசிக்காக 
இங்கேயே ஓரளவு விளகீகம்‌ கூறப்பட்டுள்ளது. முடிந்தவரை அறிந்து 
கொள்க. அடுத்த பகுதியைப்‌ படித்த பின்னர்‌ மீண்டும்‌ இதைப்‌ 
படிப்பது பயன்தரும்‌. (24) என்ற சமன்பாட்டை 


2-ல (D4) y=0 
என எழுதலாம்‌. இதில்‌ (0-௦) மம எனக்‌ கொண்டால்‌ 


(D-&) w=0 
எனக்‌ கிட்டும்‌. 
,. மம 
கட dz த Au =0 
= Ae 


எனக்‌ கிட்டும்‌. இதைக்கொண்டு 
(2-4) y=u= Ae 
என்பதைத்‌ தீர்க்கலாம்‌. அதாவது 
d 


ப்ட்‌ _ ப்ர." என்பதைத்‌ தீர்க்கலாம்‌. 
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இதன்‌ தீர்வு 2-9*3*இல்‌ கூறியபடி 
ye“ = / கச, உ“ dw+B 
42.03 
என்று கிட்டும்‌. எனவே = (484) சீ” 
என்பது 
2-ல்‌ (D-4)y=0 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வாகும்‌. இதீதீர்வில்‌ A, என்ற இரு 
மாறிலிகள்‌ இருப்பதால்‌ இரண்டாம்‌ வரிசைதீ தீர்வுக்குரிய ரண்டு 
மாறிலிகள்‌ நமகீகுகீ கிடைதீது விடுகின்றன. இவ்வாறே மூன்று 
தீர்வுகள்‌ சமமாக வரின்‌ 
(a) (D4) மு-340 
முன்பு கூறியதுபோல்‌ படிப்படியாகக்‌ குறைதீது வர 
(D—d)y = (AwrDB)e™ 
என்ற அமைப்பு கிட்டும்‌. இவ்வமைப்பும்‌ 2-33 என்ற அமைப்பின்கண்‌ 
உள்ளதால்‌, தீர்வு 


y = (அ AL 824 ௦)௪ 
என்று கிட்டும்‌, இதை 
y = (னஃ Cam + ஜெ 
என்று எழுதிதீ தீர்வாககீ கொள்ளலாம்‌ (ஈண்டு யே ஜே நே என்ற 
வெவ்வேறு மாறிலிகள்‌ இருப்பதைக்‌ காண்க). பொதுவாககீ கூறின்‌ 
(D—A)y = 0 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வில்‌ ஈ மாறிலிகள்‌ உள்ள வகையில்‌ 
வனே 14... +C,) சீ” 
என்ற தீர்வு கிட்டும்‌. எனவே 
m" + க ம 2ல்‌ பவட மு 


என்ற சமன்பாட்டில்‌ & என்பது & முறை மடங்கி வருவதாகவும்‌ மற்ற 
(௩-3) தீர்வுகள்‌ கடி லஷ. பேட, என்றும்‌ இருப்பின்‌ (02) என்ற சமன்‌ 
பாட்டின்‌ தீர்வு) 


(214 அன்‌ 2 AT) உ” 
ஆற, 0, ட. ட று, டார 
என்ற அமைப்பில்‌ வரும்‌. 
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4-8, இப்போது (448), (௩-1) என்ற இரட்டைக்‌ கற்பனைதீ 
தீர்வுகள்‌ மடங்கிவரின்‌ 4-3-213.இல்‌ கண்டபடி 
{D—(4+1p)}2 {D(A —~19)j2y=0 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு 
y =e {(Aw+ B) cos Be+(Cx+D) sin Ba} 
எனப்‌ பெறப்படும்‌. இதை வேண்டிய அளவு விரிவுபடுதீதிக்‌ 
கொள்ளலாம்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 1 : 
Ay மழ ஐ] 
det “dade 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வினைக்‌ காண்க. 
துணைச்சமன்பாடு 
mi—5m+5m2+5m—=6=0 வலை) (m1), A (m1) 


என்பவை இடப்பக்கக்‌ கோவைகீகுசீ சினைகளென மீதித்‌ தேற்றத்‌ 
தால்‌ அறியலாம்‌. எனவே (2) 


(௬-1) (m —1) (m2 —5m+6)=0 
என்று எழுதி -1, 1, 2, 3 என்பவை இதன்‌ தீர்வுகள்‌ என நிறுவலாம்‌. 
எனவே தீர்வு 

Y= பே” கி C,e“ ற ன” + Ce 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 
[D3 =(a+brc)D2+(ab+be+ca)D—abc]y=0 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 
துணைசீ சமன்பாடு 
m= m2(a+bro)+m(ab+be+rca)—abe=0 
இதை (௱-4) (=) (n~c)=0 


என்று எழுதி ௩-௨, 7-0) ௩௮௦ என்ற தீர்வுகளை அடையலாம்‌. 
எனவே தீர்வு 
37 0,255 4 Cet 3067 


எடுத்துக்காட்டு 5 : 
(D3 1) (D2~])y=0 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 
(m2—1) (m3—1)=0 
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என்ற துணைச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு 
m=, =1, 1, நம 
என்பவை. எனவே வேண்டிய தீர்வு 


மு சகோ) சீட்சே 4 உ 572 | E cos SF sin 32] 
எடுத்துக்காட்டு &: 
(D2+9)y=0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 
2490 என்ற துணைச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகள்‌ ௩ 23% 
உ 3 .AcosJ3e+rD sin லை 
C cos (3x + E) 
அங்கு 4; 2) ந £ என்பவை மாறிலிகள்‌. 


பயிற்சி & 
பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு காண்க : 
1. 5H 6y=0 
2. 2344532210 
3. ப்‌ 42} ஆல 0 
4, 34 43 47 410 
5. ஸ்‌ + ல்‌ +25y=0 
ப்‌ 
ல்‌ ர்‌ 2k oe 2-0 


dz 
₹=0 எனில்‌ ௨௬௨, 5) 50 
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9. 


10. 


11. 


12. 


11. 
12. 
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d 
t=0 எனில்‌ CR2=4L, q=Q =0; 
[ட நி C மாறிலிகள்‌ 


d 
2 | = == hel ள்‌ 


d 
3 ண ஙி சவக்‌ அவவ 

8 

(2244400031 6a2D24-4a3D 4:00; D== ள்‌ 


ப d 
(D4. 8a$)y=0; De. 


விடைகள்‌ 
பயிற்சி & 

Y = 4௪ டரா 
y = கல 
35 27414 cos +B sin a} 
y =e {A cos3x+B sin 02] 
y =e" (A4 Bx) 
= கற ௦0௦8-10 க ஐ 


௫ - ௪11] உ ௦௦௧ pt+ in pt | 


— Rt Rt 
pm e 4.1 க்‌ 
94-09 {1 +57 


y= Acos2r+Bsin2x 


y= 214 ௦௦5922 sin 2x} 
te" {E cos 2x+F sin 2x} 


y=e™ {AL Bgtkr2A Las} 


y = 423220) தற co8(aV/3x)+C sin(aV3)x}. 


5. செயலிகளின்‌ பண்புகள்‌- தலைகீழ்ச்‌ செயலிகள்‌ 


[Properties of Operators-Inverse Operators | 


9-1. D-_—என்ற செயலி : 


d 
4 = ரீ) என்ற மெய்சீசார்பினை எடுத்துக்கொள்‌ வோம்‌. 2 --- 


~~ ளே 
என எடுத்துக்‌ கொள்வோம்‌. மழ என்பதன்‌ பொருள்‌ ம்‌ என்பது. 


நமகீகுதீ தெரியும்‌. மேலும்‌ ar என்பதும்‌ ஒரு லப்‌ பொருத்த சார்பா 


d 
கின்றது. மேலும்‌ கொடுக்கப்பட்ட நீரே) என்ற சார்புக்கு 2 இன்‌ 


மதிப்பு ஒன்றே ஒன்று, எனவே, ர என்பதை மெய்யெண்‌ கணத்தை. 


அரங்கமாகவும்‌ (8௦௨) மெய்யெண்‌ கணத்தை வீச்சாகவும்‌. 
௨௩2௨௨) கொண்ட ஒரு சார்பு என அறியலாம்‌. எனினும்‌. 


5 என்பதை ஒரு செயலி என்றுதரன்‌ நாம்‌ கொள்வோம்‌. பொதுவாக 
Drm என்பதன்‌ பொருள்‌; 23 = கன்‌. 
ற அல்லது ம* கீகுதீ தனியாக எதீதகைய பொருளும்‌ இல்லை, ஆனால்‌. 
அவை ஒரு சார்பின்‌ மீது செயற்படின்‌, பொருள்‌ உண்டு என்பது தெரி 
கின்றது. ர எனில்‌, மு என்ற இராசியின்‌ கெழு D என்றோ, 442 ஹல்‌. 
பெருக்குகின்றோம்‌ என்றோ பொருள்‌ கிடையாது என்று அறிந்து 
கொள்ளுதல்‌ வேண்டும்‌. ஆகவே 19” சீ” எனில்‌ 2” மேல்‌ ம என்ற 
செயலி அடுத்தடுத்து ௩ முறை செயற்படுகிறது என்பது பொருள்‌. 
அதாவது 


n 





என்பதாகும்‌. அதாவது: 


Nn Am 
De" = மி்‌ 
dx 
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5.11, (D-ஃ)ரஇில்‌ 2 ஒரு செயலி, & என்பது ஓர்‌ இயற்‌ 
கணித மாநிலி இராசி எனக்‌ கொண்டால்‌ 
(2-லு- 0] மு 
என்று பொருள்‌ கொள்வோம்‌. ஈழ என்பது ஷ்‌, 4 இரண்டின்‌ பெருக்கல்‌ 


என்றும்‌ ற என்பது என்றும்‌ கொள்ள வேண்டும்‌. 
2-லஐ0-இ எனில்‌ (6, மாறிலிகள்‌) முதலில்‌ மு மேல்‌ அந 
செயற்பட்டுப்‌ பெறப்படும்‌ சார்பின்மீது பின்னர்‌ D-4& செயற்படும்‌ 
என்பதாம்‌, அதாவது 
(2-ல்‌ 1202-9 
= (0--லி(மிர-- 237] 
D(Dy—By)—a(Dy~By) 
Dy—p(Dy)—#(Dy)+AfPy 
Dy — (4 B)DY +BY. 
மேலே கொடுக்கப்பட்ட பெருக்கு வழிமுறையிலிருந்து ஷ்‌ நீ என்ற 
மாறிலிகள்‌ பூ என்ற மாறு இராசியுடன்‌ சேர்ந்து இருக்கும்பொழுது 
ம என்ற செயலி செயற்பட்டால்‌ அம்மாறிலிகளைசீ செயலிகளுக்கு வெளி 
எடுக்கலாம்‌ என்று உணருகின்றோம்‌. அதாவது 
(83) = Dy) 
(89) = P(DY) 
என்பதாம்‌. மேலும்‌ ல, 8 என்பவை இயற்கணித இராசிகள்‌ ஆதலால்‌ 
௮8--]ில்‌ (மாற்று விதிக்கு உட்பட்டது). மேலும்‌ 
(42) (Dy) = க (2)-7(22 
என்றும்‌; 
(ல) Dy அல்‌) 
என்றும்‌ அறிகின்றோம்‌. எனவே இவற்றையெல்லாம்‌ மனத்திற்‌ 
கொண்டு 


d"y diy 
தம: இடம்‌ ம அர ற 


| 


= (0752) Dir. A P,)y ௨௧௨௨ ooo (L,) 


என எழுதலாம்‌. £4 PDP, என்பதை மஇன்‌ ஒரு 
பல்லுறுப்புக்‌ கோவையாகக்கொண்டு அக்‌ கோவையை ரீ (௮) எனக்‌ 
கொண்டால்‌ (2) என்பதை ரீ ()ழ என எழுதலாம்‌. ஈண்டும்‌ நீ (2) 
என்பது ரஇன்‌ மீது செயற்படுகின்றது என்று கொள்ள வேண்டும்‌. 
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எடுத்துக்காட்டு 1: 
(2532745244 எனில்‌ 


dy d2y dy 
ds at அட்‌ 


என்பது பொருள்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 2: 
(D1) in x எனில்‌ 
D3 sin x— sinz 
= — cos sin 


என்பது விளை பயன்‌ 


எடுத்துக்காட்டு 5: 
(2D3~4D2L1) e™™ 
= 2D3e™™_—4D’e 3. டர 
= (—2m3—~4m2+r1)je™ 


எனக்‌ கிட்டும்‌. எனவே பொதுவாக 


(ர Dy = நிழ முழு 
என்றும்‌ 
௭. = 27127 
கழு 
= (D".D")y 


- (௰" , ப") எனவும்‌ காண்கிறோம்‌. 
அவைகளிலிருந்து ரீ (0)இன்‌ பொருள்‌ நன்கு விளங்கும்‌. 


5-2. தலைகீழ்ச்‌ செயலிகள்‌ : 
இப்போது )-1இன்‌ பொருளை விளக்குவோம்‌. 
ம = ம எனக்‌ கொண்டால்‌ 


dy 
dx 


ஆகவே = Jude என்றாகும்‌. 


ம என்றாகின்றது. 


அப்போது = 5 ட 71 மழ என எழுதுவதாக முதலில்‌ கொள்வோம்‌. 
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1 
எனவே மழ நீமல என்று கிட்டும்‌. ஆகவே ற 4 என்பதற்கு. 


நேரான பொருள்‌ கூறாமல்‌ மம எனில்‌ y=/udz எனக்‌ கொள்ள 
லாம்‌. இதைப்‌ போல்‌, 


Dy - ம 


எனில்‌) ஆ மம 


= 71242) dz 
=/,/ மலே - 82. 


என்றாகும்‌. எடுத்துக்காட்டாக 
Dy = cos x 


எனில்‌, y= 5 77௦௦௧ லே 
ட்‌ sinz 
மி 
= / sinxdx 
= — cos Zz 
1 
எனப்‌ பெறுவோம்‌. அதாவது 5; எனில்‌ கொடுத்துள்ள சார்பை அரு 
முறை தொகை காணல்‌ எனக்‌ கொள்ளலாம்‌. பொதுவாக 
70): ம 
து! 
ப 
இதன்‌ பொருள்‌ : எந்த முதற்‌ ம்ப்கால்‌ மேல்‌ ரீ (1) செயற்பட்டால்‌ 
u பண்னு அம்முதற்‌ சார்பே டம்‌ எனப்‌ பொருள்படும்‌. 
எனவே -- 


ற என்று கூறும்பொழுது இதற்கு நேரடியாகப்‌ பொருள்‌ 
ஏதும்‌ கில்லை. 


எனில்‌ 
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5-22. இப்போது ரீ (1) [சு ம] என்பதன்‌ பொருள்‌ யாதெ 


னில்‌, அது ம என்பதேயாம்‌. 7ீ£(20) என்பதும்‌ சர. என்பதும்‌ தலைகீழ்‌ 
மாற்றுச்‌ செயலிகள்‌ என்று கூறலாம்‌. 


ஏனெனில்‌ ஒரு சார்பின்‌ வகைக்கெழு காண்பதும்‌ பின்னர்‌ அவ்‌ 
வகைக்‌ கெழுவின்‌ தொகை காண்பதும்‌ முறையே செயலும்‌, தலைகீழ்சீ 
செயலுமாகும்‌. அதாவது 29 என்ற செயலும்‌, 7-2. என்ற செயலும்‌ 
முறையே செயல்‌, தலைகீழ்சீ்செயல்‌ எனலாம்‌. மாறாக /[ என்ற 
செயலும்‌, ௰ என்ற செயலும்‌ முறையே செயல்‌, தலைகீழ்சீ செயல்‌ 


எனலாம்‌. 


எடுத்துக்காட்டு: 2 [/7(2) 22] ௪ /[27(ஐ] ௪ ரஜ) 
எடுத்துக்காட்டாக 7 (ஐ) - 423 எனக்கொண்டு, இதை எளிதாகச்‌ சரி 
பார்க்கலாம்‌. 


குறிப்பு (1) : ஓரிரண்டு எடுதீதுக்காட்டுகளால்‌, செயலி; தலைகீழ்ச்‌ 
செயலி என்பதை விளக்குவோம்‌. ஒரு செயல்‌ என்பது மூடியிருக்கும்‌ 
ஒரு கதவைத்‌ திறப்பது எனகீ கொண்டால்‌; அதற்குரிய தலைகீழ்ச்‌ 
செயல்‌ திறந்திருக்கும்‌ கதவை மூடுவது எனக்‌ கொள்ளலாம்‌. ஒரு கதவு 
மூடியிருகீகிறது எனக்‌ கொள்வோம்‌. ** செயல்‌ ?? செயற்படும்போது 
அது திறக்கப்படுகிறது. இப்போது * செயல்‌ ?? செயற்பட்ட பின்பு, 
“4 தலைகீழ்சீ செயல்‌ ?? செயற்படுமானால்‌, திறக்கப்பட்ட கதவு மூடப்படும்‌ 
அதாவது முதலில்‌ இருந்த நிலைக்கே திரூம்பிவிடுகிறது. எனவே, 
ஒரு குறிப்பிட்ட நிலையிலுள்ள ஒரு பொருளின்‌ மேல்‌, ஒரு செயல்‌ 
முதலில்‌ செயற்பட்டு, அதன்‌ விளை பயனின்‌ மேல்‌, தலைகீழ்சீ செயல்‌ 
செயற்பட்டால்‌, அப்பொருள்‌ முதலிருந்த நிலைக்கு வந்து விடுகிறது. 


(2) கூட்டலும்‌ கழிதீதலும்‌ செயலும்‌, தலைகீழ்ச்‌ செயலுமாகும்‌ : 
(a+b)~—b = 00௯ 


பெருக்கலும்‌ வகுதீதலும்‌ செயலும்‌, தலைகீழ்சீ சேயலுமாகும்‌ : 
(axb) +0 =o 


(8) இதே முறையில்‌, ஒரு சார்பின்‌ வகைக்கெழு காண்பதும்‌, 
பின்னர்‌ அவ்வகைக்‌ கெழுவின்‌ தொகை காண்பதும்‌, முறையே செயல்‌, 
தலைகீழ்ச்‌ செயல்‌ எனக்‌ காணலாம்‌. மாற்று முறையும்‌ பொருதீத 
மானதே, 
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5-8:0. சில சிறப்புச்‌ சார்புகள்‌. 
5-8-1. தேற்றம்‌: நீ(0) ௪ = [(0) ௪. 
தெரிப்பு : De” = ae’ 
De® = aZe’™ 
De® = ate 
மேலும்‌ (PD")e* = P(D"e*) 
= Pa"e~ 
ஆகவே நீ(D)e* = (D+ PDI put Le 
= (a+ Pa" 1 isos t+ Pe 











= f(a)e™ 
கிளைத்தேற்றம்‌ : 
1 ந 
FD) 42 j=e 
ே ar 1 3? 
எனவே 8 = FDC Je} 
1 மட 1 °° 
௪ மு 57217 
வே 1 e~ வட்‌ 1 2? 
வு ரம) “ரம 


5-8-2. 


az 


வைட) 


வை) 


தேற்றம்‌: *()) = (02) என்ற அமைப்பில்‌ ஒரு 


இரட்டைப்படைச்‌ சார்பு இருக்கிறதெனக்‌ கொள்வோம்‌, அப்போது 


(+) ரீ(205) sinax = f(—a2)sinazx 


(11) f(D?) cosax = f(—a’) cos ax 


தெரிப்பு : 
D (sinazx) =a cosax 


D2 (sin ax) = (—a2)sinax = (—a2)!sin az 


223 (sin ax) = =a cos ax 


Di(sin az) = +aisinaw = (09) sinaz 
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எனவே 6 (in ax) = (—a2)sin az 


ஆகவே (D2)sinax = f(a?) sin ax sos 0 (P) 
இதைப்போல்‌ 
f(D2)cosaw = f(—a?) cos aw ல), 


கிளத்தேற்றம்‌ 1 : 





ச்ச f(D2)sinax = sin ax 
ஆகவே sin ax = ஸ்ட {f(—a2)sin ax} 
sin ax sin ax 
ஆகவே fad) == "D2 sos isl FE 
அவ்வாறே Des ax = ௦ ax (3) 


5-3:2:-1. 1) என்பது ஓர்‌ இரட்டைப்படைச்‌ சார்பாக இல்லா 
திருந்தால்‌ ¥(௰) sin ax, ¥(D) cos ax இவைகளின்‌ மதிப்புகளைப்‌ பின்‌ 
வருமாறு காணலாம்‌. 

0) என்பது இரட்டைப்படைச்‌ சார்பாக இல்லாதிருப்பதால்‌ 

W(D) = f(D2)+Dழ(D2) என எழுதலாம்‌. 
ஆகவே Y(D) [24௧௯] = {f(D2+ D$(D2}sin az 
= f(—a2)sin aw raf(—a2jcos az 

என்ற தொடர்பு கிடைக்கும்‌. 


5. னி த த 
இரு புறமும்‌ ஒரு என்ற செயலியால்‌ செயற்படுதீத 
| 1 
(22) 





கு ax = ரீ(-௦4) sinaz | 





1 
4 ௮ழ(—aச) | சது COSA 
என்று பெறப்படும்‌. இவ்வாறே 








cos ax = f(~a?| எரு cosas | 
-கழ(- a2) | ம, sin ax | 


என்று கிடைக்கும்‌. 
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7... 
510 ax 


¥(D) ப என்றும்‌ 


॥ 





ரமண்‌ ax = 7 என்றும்‌ 
கொண்டால்‌ 
Uf(=a?)+ad(—a2)V = sin ax 
—ad(—a2)U-rf(—a2)V = 0௦௧ மே 


என்ற இரு ஒருங்கமைசீ சமன்பாடுகள்‌ 0, இல்‌ கிட்டும்‌. நீ(- 2), 
ற்‌(-௮2)இன்‌ மதிப்புகள்‌ நமக்குத்‌ தெரியுமாதலால்‌ ர, 17இன்‌ 


மதிப்புகளைச்‌ சுலபமாக அறியலாம்‌. 
மாற்றுமுறை : 
மேற்கூறியதில்‌ 
. 1 வ 
74507 = YD) (555 cx +2 sin ax} 


_ 1 
மு) 


= 


1 டல்‌ 
— ல [cos ax +t sin ax] 
௫ A418 என வரும்‌. 
V =A, U = 28 எனப்‌ பெறலாம்‌. 
குறிப்பு: இம்‌ முறையைப்‌ பயன்படுதீதும்பொழுது Y(௰) 


என்பது ஓர்‌ நெட்டைப்படைச்‌ சார்பாக இருப்பின்‌ சில சமயம்‌ W(ta)=0 
என்றாகும்‌. எனவே அப்பொழுது இம்‌ முறையை மிகக்‌ கவனமாகக்‌ 


கையாளுதல்‌ வேண்டும்‌. 
5-3-8. தேற்றம்‌ 8: 0 என்பது இன்‌ சார்பானால்‌ 
f(D = எம 40 
தெரிப்பு: இப்போது 
D(e“u) = ae“ ure “Dy 


= e(DLa)w 
மேலும்‌ 


DZ(e*™u\ 


D[e“(D+a)w] 
D[e**(Du) + ae U] 


செயலிகளின்‌ பண்புகள்‌ - தலைகீழ்ச்‌ செயலிகள்‌ 97 


ஒறு +e” Du +ale“u rae" Du 
e°[D2+2aD+aZ]u 
= e(D+a)2u 
எனக்‌ கிட்டும்‌. தொடர்‌ நீது ஆல்‌ செய ந்படுத்திக்கொண்டே சென்றால்‌ 
D"(e“u) கை e“(D+ra)"™u 
எனத்‌ தொகுதீதறி முறையால்‌ பெறலாம்‌. மேலும்‌ (2) என்ற இன்‌ 
பல்லுறுப்புக்‌ கோவையை எடுத்துக்கொண்டால்‌ நமக்கு 
f(D(e) எனை 257(2-0௦)ம 55௨ ௨௧௪ (21) 
என்று கிட்டும்‌. 


 6-8-3-1. க்க றம்‌ : 


1 
முன்‌ ல்‌ i 
(7) என்ற சமன்பாடு ம என்ற எந்தச்‌ சார்புக்கும்‌ உண்மை. 
எனவே ரீ(12--௨)ம = ம, 
எனக்‌ கொண்டால்‌ 
U1 


* 7004) 
இம்‌ மதிப்பை (7)இல்‌ ஈடு செய்ய 
1 ax 
ர) { ச” ரம) | = ௨ 194 
என்று கிட்டும்‌. ஆகவே 
az 1 ax 
| றால்‌ | * ம) “ஸி 
என்று கிட்டும்‌, 2, மஎன்ற சார்பாக த்த 
ax 1 _——— fe ax ul 
்‌ மால்‌! * ஷ்‌ 


என எழுதலாம்‌. 


எடுத்துக்காட்ட : 
(D249) - லச” எனக்‌ கொண்டால்‌ 


க 1 2222 
9 D243 [௯ “ 


1581—7 
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22 
[| 
ல்ல 
x2 
(x ட] 
7 
53” D2+4DN 1 ,\* 
மட வள மம 


(4225 1628 
ண்‌ அண்‌ 5, 2 ] | 





5-8-4. தேற்றம்‌: ம என்பது ஒரு ௨இன்‌ சார்பு (கோண கணித; 
மடக்கை, படிக்குறிச்‌ சார்புகள்‌ உட்பட) அப்போது 


f(D) ய = ஒரீ) + WW) 


தெரிப்பு : 
D ய) =u+qDu 
D2 (gu) = Du+ Du+aDu 
=xD2u+2Du 
எனவே தொகுதீதறி முறையைக்‌ கொண்டு 
D(ew)=qD"urnD1u 


0 
நகம்‌ இய n 
=x)" u + 2 D he 





குறிப்பு (*) 

{14 (0) இன்‌ மதிப்பை விரித்தமுதும்பொழுத; ஐூஇன்‌ மீது 
1147 (0) செயற்பட்டால்‌ ற” அடுக்கு வரும்‌ வரை விரிவை எழுதி, அதற்குப்‌ 
பின்‌ வரும்‌ இன்‌ அடுக்குகளை விட்டுவிடுவோம்‌. ஏனெனில்‌ ம” ஜூ ௨௩! என்றும்‌ 
D"*1 ££ ௩0 என்றும்‌ பெறப்படும்‌, மற்றும்‌ 6.3 (6) காண்க, 
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என்று பெறலாம்‌. மேலும்‌ ரீ(0) என்பது கில்‌ ஒரு பல்றுப்புகீ 
கோவையாக இருப்பின்‌, சற்று முன்பு கண்டதையொட்டி 


ரம) ௫கர(ம)மா[ ரந 702) | 





=qf(Du+f Dw OO (ல்‌) 
என்று காணலாம்‌. 
கிளைத்தேற்றம்‌ : 
ம பட்டு ௮. 
7) அழுத்த (௯ ரீ(D) [ரம ்‌ 


(4) என்பது ட என்ற எந்த ஐஇன்‌ சார்புக்கும்‌ பொருத்தும்‌. 
(ல) என்ற சமன்பாட்டின்‌ இரு பக்கங்களையும்‌ ஸு ஆல்‌ செயற்படுத்த; 





qu = 53 xf(D)yw 
1 சீ 
+ ரம) (ர தி soo ௨௧௪([3) 
என்று பெறப்படும்‌. ரீ ()ம=௰ம; எனக்‌ கொண்டால்‌, ம, 44 இரண்டும்‌ 
ஐஇன்‌ சார்புகளாக இருக்கும்‌. எனவே 


ஷட்‌ 1 
ம்‌) 
என்று கிட்டும்‌. இதை ()கில்‌ ஈடு செய்ய 
1 1 பன்‌ 1 
ந்‌ டட கவல்‌ nD 
“(கு அ] “ரு 594 ஞு (7 ரு 4] 
என்றாகும்‌. அதாவது 
1 பட 31 மீறு 
f(D) [சம [௪17 “ழு (மு) * | 
[24 
ரீ) ) (0) 
என்ற முடிவு கிட்டும்‌. மாம என ஈடு செய்ய, நாம்‌ வேண்டிய முடிவு 
பெறப்படும்‌. 


குறிப்பு: அநீததீ தெரிப்பில்‌ செயலிகளை முன்‌ பின்னாக மாற்றிச்‌ 
செயற்படுதீதினாலும்‌, மதிப்பு மாறுது என்ற உண்மை கொள்ளப்‌ 
பட்டுள்ளது. 
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5௨95. தேற்றம்‌ : 
f(D) ww) = uf(D)v + (Dw) [f(D] 


+ டா Fa Dh | 


Ds 
+ ட்‌ E ஸ் (Dh | 
+ க (1) 
(ரீ (௮), f(D), -. என்பவை மரபுப்படி ரீ (2) க்கு, ஓட்டிய முதல்‌, 
இரண்டாம்‌ வகைக்கெழுக்கள்‌,) I 


தெரிப்பு: இதன்‌ தெரிப்பு லைப்னிட்ஸ்‌ தேற்றம்‌ (Leibnitz 
Theorem) என்பதைச்‌ சார்ந்தது. மேன்‌ கூறிய தெரிப்பு முறை 
களையே பயன்படுத்தலாம்‌. லைப்னிட்ஸ்‌ தேற்றப்படி 


Duy) =u(D"v) +n (Dw) Di 
401) (Day; (D-H) 
ட ,2௨௧௧௧ 
இதை 
d 
D"(uv)=u(D"v) + (Du) Ez » |. 


Du 
திட்டா 91௩... 


என ன னாள்‌ காண்க. இது எல்லாக்‌ கூட்டு முழு எண்‌ 
க்கும்‌ பொருந்துமாதலின்‌ 
f(D) = DADA DEA, 


என இருப்பின்‌ 
[720] = ul f(D)v]+[Du] [ f(D] 
+[D2u][f“(D]+... 
2! 


என்று பெறப்படும்‌. இது ஒரு பொதுத்ீதேற்றம்‌. 


குறிப்பு: இத்‌ தேற்றதீதின்‌ ஒரு சிறப்பான முடிவாகத்‌ தேற்றம்‌ 
5.394, வருவதைக்‌ காண்க, 
ம = உ எனக்‌ கொண்டால்‌, D௫ = 1, Dr = 0 = Dor... 


என நாம்‌ அறிவோம்‌. 
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[ரீ] = [f(D) a] 

af f(Dyv]+[D=] [7“(2)2 
af f(D)v]+ f(D) 

எனப்‌ பெறுகிறோம்‌ ; இதுவே தேற்றம்‌ 5-3. 


| 


5-4. சல த _ உற என்ற மற்றொரு செயலியை இப்போது 


எடூதீதுக்‌ கொள்வோம்‌. இதைப்பற்றிய சில உண்மைகள்‌, சில குறிப்‌ 
பிட்ட அமைப்புகளில்‌ உள்ள வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகளைதீ தீர்க்க 
உதவும்‌. இதன்‌ விளக்கம்‌ பின்‌ வருமாறு : 

F(z) = தட AF A 24 ௮ +A, 
என்ற அமைப்பைக்‌ கொள்க. அப்போது; 

ராறு) (D+ A(eDy 1p ன்‌ A 


என்பதாகும்‌, . 
d" 
(ஐ)” என்ற செயலியின்‌ பொருள்‌ ர என்பதல்ல) 


a 4 
இதைப்பற்றிப்‌ பின்‌ வரும்‌ இரு தேற்றங்கள்‌ விரிவாகக்‌ கூறும்‌. 
ு ஒரு கூட்டு முழு எண்‌ எனில்‌ 
F(xD)zx" = F(m)x" என்பதாம்‌. 
தெரிப்பு : 
லல்ல = ma 


(கற = (aD)leD)a"] 

= (xD)yma™ 

வன்‌ m'(xD)x™] 

= ரோல்‌) 
mx™ 
இதைப்போல்‌ தொகுதீதறி முறையால்‌ 

(xD)"x™ = ரல 

எனக்‌ கிடைக்கும்‌. மேலும்‌ சே) என்ற செயலியை இன்‌ மீது 


செயற்படுத்த 
F(xD)x™ = F(m)x"™ 
என்று பெறப்படும்‌. 


ll 
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குறிப்பு 1: 7௩ ஒரு குறை முழு எண்ணாக இருப்பினும்‌ இதீ 
தேற்றம்‌ பொருந்துவதைகீ காண்க, 
குறிப்பு 2 : 
. . : 1 
மேற்கூறிய தேற்றதீதின்‌ அடிப்படையில்‌ “ஈறு வ அல்லது 


ஈக ஐ" என்பதற்கு என்ன பொருள்‌ என்று காணலாம்‌. 

F(xD)x™ = (முல 
என நிறுவப்பட்டது. அரு பக்கங்களையும்‌ “று என்ற செயலியால்‌ 
செயற்படுதீதினால்‌ 


rT 


ஈஸ்‌ [ஐல] = 


3 ௯ 
F(eD) [சூ] 
1; 
= 25) ச்‌” | என வரும்‌. 
அதாவது 


ஐ = Fm) [சு | 


எனவே 


பி ல்‌ ஆரா 
(சன 1 = Fon) 
எனப்‌ பெறுகிறோம்‌. இதையே 
1 உட ல 
ஐ” 0) 
என எழுதலாம்‌. 


குறிப்பு 8: குறிப்பு 2இல்‌ 2” (௩)50 என்பது வெளிப்படையாகக்‌ 
கையாளப்பட்டுள்ளது. (ற) ௫ 0 என இருப்பின்‌, அதாவது 
F(0) = 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு 7 ஒரு தீர்‌ வானால்‌ (மடங்காதீதீர்வு) 

F(9) = (9-௬) ம(6) [#(m)0] 
என்று பெறலாம்‌. அப்போது 
கி ப்பது 

0)“  (9-ஸ)(9)” 
சான வரும்‌. இதை 


1 த்‌ 
“ “ழு” 
என எழுதினால்‌ 
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du அதல்‌ x™ 
# $0) 


என்று பெறுவோம்‌. எனவே, 
du mu wx" 


என்றாகும்‌. இதன்‌ தீர்வு 


எனப்‌ பெறலாம்‌. மற்றும்‌ 2(0) = 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு 1௩ இரு 
முறை மடங்கி வரும்‌ தீர்வெனில்‌, அப்போது; 

F(9) = (0m) ¥(9), (¥(m)=0) 
என்றாகும்‌. அப்போது 


x 


1 டட 
FQ)“ (mY) 


1 ர 
இதை = 5m | உனக! 


என எழுத 
dv ௯ MV 2 டம்‌. 1 ஐ 
“ 82 “ 8-௩ 91) 
= 2. log 
0) 
என்றாகும்‌. தாவது 
dv mv 2 அத்து 
யப்‌ ம log 
2. ல லஸ்‌ 5 


எனவே 


ஜுர x" log 
ளி ண்ட. 
பணப்‌ ர்‌ 0) 


கல்‌ ன்‌ தை log 2 2 








_ க 0௦225 

Ym) 2 
அதாவது 

1. x" (log x) 

FO) ௭) 
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பொதுவாக 
(9) 
என்றிருந்தால்‌, 
1 ல்‌ 2 (log) 
09) ஈஸ்‌ ப! 


(9-8) ¥(0); 00080 





என்றும்‌, 
ஈட) = (=m 
எனில்‌ 
1 ™ 
F(0) ஜூ ௬ ச்‌ (log x)" 


என்றும்‌ பெறப்படும்‌. 


இக்குறிப்புகளில்‌ கண்ட எல்லா முடிவுகளும்‌ பின்னர்‌ பகுதி VI1இல்‌ 
நாம்‌ காணவிருக்கும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ சிறப்புதீதீர்வுகள்‌ காணப்‌ 
பயன்படும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 
V= ALB Crt லாப்‌ 


ஆனால்‌ | 
1 V _ A ம K தா்‌ 
F(zD) ணை F(0) AL FT En) 05 20s 
என நிறுவுக. 
தெரிப்பு : ம-.4 (மாறிலி) எனக்‌ கொண்டால்‌ 
F(zD) A = 77220) ஐூ.4 
= F(0) A 
எனவே 
1 1 
4A A 
776) ணை 77(ஐ2) sos (1) 
மேலும்‌ உ ல எனக்‌ கொண்டால்‌ 
(aD) Be = வால 
ஆகவே 
Be Bz 
F(1) னன F(aD) ம 598 (2) 
இதைப்போல்‌ 


w= தீனி 
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எனில்‌ 
kx" kx" 
வலயக்‌... இனத்‌ நர ரு ௨௪9௮௦ 3 
F(n) FD) 0) 
(1), (2); .. (03) 4 முதலியவற்றையெல்லாம்‌ கூட்ட 


A as Bx தத்‌ டம்‌ ka 
FO * ழு சு FO 
1 
ட ELT 4 eos ச்‌ ௪௪௪ 
(ற்‌) [A+ Ber Cat tka" A] 
1. 
nD) 
தேற்றம்‌ 2: ஏ என்பது எந்த அமைப்பிலுள்ள இன்‌ சார்பாக 
இருப்பினும்‌ 
F(zD) "VY = ல” F(zD4+m)V 
தெரிப்பு : 
(xD) (லார) = {Vmx™ +a" DV} 
= Vm" 4+ ai DV 
= g"(cD+m)V 
அதாவது 


12. (zD)x™iV = (eD+m)V 
அதாவது 7 என்பது ஏதாமொரு சார்பானால்‌ 12" ௪] என்ற 
செயலியின்‌ விளைபயனும்‌ (22-47) என்ற செயலியின்‌ விளைபயனும்‌ 
ஒன்றே எனத்‌ தெரிகின்றது. எனவே 

ஐ (ஐ) = (Dm) 
எனக்‌ கொள்ளலாம்‌. இதைப்போல்‌ 

(wD) fe (Deu =(cD+m) @Drmh 
அதாவது 

[x~™"(zDy2x™]u 


எனவே 


il 


(ஐ) 


[ஐ ]ம = e"[(eD+mu] 
எனவே தொகுத்தறி முறையால்‌ 
ல்லா) = x" (cD+m)w 
என நிறுவலாம்‌. மேலும்‌ (22) என்ற ற இன்‌ பல்லுறுப்புக்‌ கோவைக்கும்‌ 
ரீல்‌) [ஐய] லா feDtm) 
என நிறுவலாம்‌. 
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5-4-2. தேற்றம்‌ :' 
212” (xD) (D~1) (D—2) ...(eD—n+1) 
ரன நிறுவலாம்‌, 


தெறிப்பு : இதன்‌ தெரிப்பைதீ தொகுதீதறி முறையில்‌ காணலாம்‌. 
அதாவது 
("Du = [(zD) 62-ம்‌... (cD —n+1)]w 
என்ற ௩ மதிப்புக்கு உண்மை எனக்கொண்டு (ம எந்தசீ சாரீபாகினும்‌ 
இது உண்மை என்பது கொள்கை) 
ஜுர இர்)ம[௮-1)..௰- ௩0) (ம௰ிஃுய 
என்பது உண்மை என நிறுவவேண்டும்‌. 
31% = (ஐய) 
எனக்‌ கொள்க. அப்போது, 
Du = D"[(@D—n)] 
த இ [x(Dv) = nv] 
அ ஓழி" 103079 (லைப்னிட்ஸ்‌ தேற்றம்‌) 
= ஐய 
அதாவது 
xD"+1 - 227 
அருபகீகங்களையும்‌ "ஆல்‌ பெருக்க 
Ti D+ = x" மழ 
௮227106221 
= 122)2)-1)..ல௰்‌ஃ- ந) (Dn 


[ஈண்டு ம=(ஏ0-/௩ என்று கொண்டு, தேற்றம்‌, ௩ என்ற முழு 
எண்ணுக்கு உண்மை என்பதும்‌ பயன்படுதீதப்‌ பட்டுள்ளது.] எனவே 
தேற்றம்‌ ம என்ற சார்பிற்கு ௩ என்ற முழு எண்ணுக்கு உண்மையானால்‌ 
௩41 என்ற முழு எண்ணுக்கு உண்மை என நிறுவப்பட்டுள்ளது. 
மேலும்‌ ௩ = 1 எனில்‌ 

(xD)u = (Du) - 


௩ =2 எனில்‌ 
(xDD =1)u = ஐல [ஐய] 
= Dural Du] 
= 921720 


எனவே (x2D2u = (zDy(eD—1)u 
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என்பது பொருந்திய உண்மையாவதைப்‌ பார்க்கின்றோம்‌. எனவே 

இத்தேற்றம்‌ ௩ இன்‌ எல்லா முழு எண்‌ மதிப்புக்கும்‌ உண்மை எனப்‌ 

குறிப்பு: 5-4, இல்‌ குறிப்பிட்ட ட என்ற செயலின்‌ அடிப்படையில்‌ 
gD" = 9(-1)(0-2).(0—n+1) 


என நாம்‌ இப்போது ஏற்கலாம்‌. 


பயிற்சி 5 
1. f(D2)coshax = f(a?) cosh ax எனவும்‌ 
f(D?)sinhax = f(a?) sinh ac எனவும்‌ நிறுவி, 


1 1 


ரிஸ்‌ cosh ax = FD cosh ax எனவும்‌ 


1ம்‌ 
f(D sinhax = ரு ப்ஸ்‌ x எனவும்‌ நிறுவுக. 








= 2 sinh றும்‌ 
ஏ ௪ ந 51) என்று 


sinh ax 
த உணா பட ய்து 


Y= 2 cosh ஈஐ எனவும்‌ நிறுவுக. 


3. ரீ) 02 1025) எனில்‌ 
ர்‌() ௨௦௦௩௧௯; f(D)sinh az என்பவற்றின்‌ மதிப்புகள்‌ 
முறையே 
462) cosh ax+ad(a?)sinh ax எனவும்‌ 
W(a?) sinh aw+a@(a?) cosh ax எனவும்‌ நிறுவுக. 


4, ௦௦509 = ௦௦8% iar என்ற சமன்பாட்டின்‌ அடிப்படையில்‌, 
கணக்கு (1) இல்‌ நிறுவப்பட்ட உண்மைகளையொட்டி) 
ரீ (202, cos ax=f(—a?) cos «x எனவும்‌, 
tsinax = sinh(t ax) என்ற அடிப்படையில்‌ 
f(D?) sin ax = f(—a?) sin ax எனவும்‌ நிறுவுக. 
3. (01 க்கும்‌ (ஏ)"க" கீகும்‌ உள்ள வேறுபாட்டை விளக்கிக்‌ 
காட்டுக. 


6. வகைக்கெமுச்‌ சமன்பாடுகளின்‌ 
சிறப்புத்‌ தீர்வுகளும்‌ முமுத்‌ தீர்வுகளும்‌ 
(Particular Integrals and Complete 
Integrals of Differential Equations) 


6-1. முன்னுரை: செயலிகள்‌, தலைகீழ்ச்‌ செயலிகள்‌ என்பவை 
பற்றி நரம்‌ சென்ற வரு அறிந்து கொண்டதையொட்டி 


A 
fDy = Ht Pye 





(Py மி ம ன்‌ என்ற சமன்பாட்டின்‌ முழுதீதீர்வைக்‌ 
காண்போம்‌. 5-2. இல்‌ கூறியபடி இதன்‌ முழுதீ தீர்வானது ரகஈ துணைத்‌ 
தீர்வு சிறப்புதீ தீர்வு எனப்‌ பெறப்படும்‌. துணைதீதீர்வு பொதுவாக 
VY = 027120 0,211221...௮ 0௨73 

எனவும்‌, சிற்சில குறிப்பிட்ட மாறுதல்களோடும்‌ 7 மாறிலிகள்‌ கொண்ட 
ஓரு கோவையாகும்‌. (பகுதி 1 முழுவதும்‌ இது விளக்கப்பட்டூள்ள த 
காண்க), 

ரீ) = % என்ற சமன்பாட்டின்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வு ஏ = ந்‌ X 
என்று அதற்குரிய பொருளில்‌ [* காண்க] பெறப்படும்‌. 


6-2. சிறப்புத்‌ தீர்வு காணும்‌ முறைகள்‌: ஈண்டு 4 என்பது 
ஏ இன்‌ கோவை எனக்‌ கொள்கின்றோம்‌. 


6-21. y= 4 என்பதின்‌ மதிப்பு. 


J ர) 


முதல்‌ முறை: [0 (0-0) (0-0)ஃஃ(D-1) 
எனச்‌ சினைகளாகப்‌ பிரிதீதெழுதினால்‌, 
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i 1 1 1 
ப ED 
என எழுதலாம்‌. இதை 
1 
(Day D-b)..(D—kK)y = DI 
என்று எழுதி இடப்‌ புறதீதை டீ என ஈடு செய்ய, ம =] என்ற 
சமன்பாடு பெறப்படும்‌. 


d 
அதாவது ட [ம = 4 என்றாகும்‌. 


ஆகவே; u=e# [eX dx 
அதாவது (D-ayD-b).(D—k)y=u=e" fei dx 
என்று கிட்டும்‌. இதை மறுபடியும்‌ 
1 
(D—-a)(D-b)..(D=J)y = DIE 


என எழுதி, இடப்புறதீதை உ எனக்‌ கொண்டால்‌ 
(Dk =u = e°/ferXda 
என்று கிட்டும்‌. இதை மறுபடியும்‌ தீர்க்க 
ve = [(e™ fe™Xdeldz 
= fet fe™=X(dx)? 
எனப்‌ பெறுவோம்‌. 
[வலப்‌ புறதீதில்‌ இருப்பது ஒரு குறியீட்டு முறை என்பதை அறிக] 
அதாவது 
மூ. el fe 09௪7 ௪? X(dx)? 
எனக்‌ கிட்டும்‌. இவ்வாறே ஒவ்வொரு சினையாக நிக்கிக்கொண்டே, 
போனால்‌, சிறப்புதீ தீர்வு 
ப ௮. இது fe isa ff... fe 1” X(dx)" 


எனப்‌ பெறலாம்‌. 


6-2-2. இரண்டாவது முறை : 
1 A B K i 
ரீறு D-=a" 2-5 ன்று ட றல 
(A, B, C, .., K, L யாவும்‌ மாறிலிகள்‌) எனப்‌ பகுதி பின்னங்களாக 
எழுதினால்‌, 
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1 
= வட 
ரம்‌) 
[2 அக டட ப 
(Dea Db" DK’ மய 


என்று கிட்டும்‌, இதில்‌ ஒவ்வொரு சினைக்கும்‌ தனிதீதனிதீ தீர்வுகள்‌ 
கண்டு கூட்டினால்‌ வேண்டிய தீர்வு கிடைக்கும்‌. எடுத்துக்காட்டாக 
= ன்ட்‌ 
என்ற உறுப்பை எடுதீதுக்கொள் ௧. 
Du tu = IX 
என்றாகும்‌. அதாவது 
ட நம = IX 
எனக்‌ கிட்டும்‌. இதன்‌ தீர்வு 
w=Ile"/fe-™Xdx 
என்பதாம்‌. எனவே 
yj = Ae” fe Xde+Be”/fe™™ Xdz 
tt Ker® fet *Xde+ 7,212 79! 4... 
எனப்‌ பெறலாம்‌. 


எடுத்துக்காட்டு : 
(02-3D4+2)ழ = ஐ என்ற சமன்பாட்டின்‌ சிறப்புதீ தீர்வு காண்க. 


முதல்‌ முறை : 
2 
9 “மு (D-1°% 
எனவே (2-2)4 = ம எனக்‌ கொண்டால்‌ 


du 

7, 3-௮ 
என்றாகும்‌. இதன்‌ தீர்வு 

U = (ஜம்‌) 
எனவே 

24. 2 = (2-1) 


எனக்‌ கிட்டும்‌. இதைத்‌ தீர்க்க 
9532-3 
என வேண்டிய தீர்வு கிடைக்கும்‌. 
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இரண்டாம்‌ முறை : 


எனவே 


ல (4-2) ௪ 


2-2 241 
ன்‌ ல்‌ x 


என்றும்‌ கொள்ள 


u = தல்‌ என்றும்‌ 
ம = ஐ 1 என்றும்‌ 


கிட்டும்‌. எனவே 
Y= மூ 
_ ஐ,3 
த 
என்றாகும்‌. 
குறிப்பு : 


இச்‌ சமன்பாட்டிற்கு முமுதீ தீர்வு 


y = Ae’ + Be” ++ 


துணைதீ தீர்வு = Ae Be? 
ச 3 
சிறப்புத்‌ தீர்வு - தர்ற 
பயிற்சி 6-1 
பின்‌ வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ முழுது தீர்வு காண்க. 
yoy 2... 
61 323 22 ரல இன 2e 
2. க +6 டடக்‌ ர 83” 
dx 
2” LY Ly = 1267 
3. 12 திமு = 12௪ 
விடைகள்‌ 
பயிற்சி 6:1 


2x 





1, y = (A+ Bx)e™ + 


2. y= AeA Be + dre 2° 
3. y= Ae™4 Be? +3we™. 


111 
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6-8. மேற்கூறிய இரு முறைகளும்‌ பொதுவாகச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வுகள்‌ 
காணும்‌ முறைகளாகும்‌. ஆனால்‌ வலப்‌ புறம்‌ தோன்றும்‌ 4 என்பது 

(௨) ௪-௮ ஒரு மாறிலி 

௫) ௫”_—௱ ஒரு கூட்டு முழு எண்‌ 

(c) sin ax, cos <x —a ஒரு மாறிலி 

(4) e**V—Y ஒரு லகன்‌ சார்பு 

(6) ல7--7 ஒரு இன்‌ சார்பு 
என்ற அமைப்புகளில்‌ இருப்பின்‌ சில சுருக்கமான முறைகளைக்‌ (சில 
வாய்பாடுகள்‌ வழியாக) கையாண்டு நாம்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வுகளைகீ 
காணலாம்‌. 


6-8 (௮). X = ௫; ௮ ஒரு மாறிலி: சிறப்புத்‌ தீர்வு காணல்‌ : 
fy =e 


என்பது கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடு. எனவே 


ax 


ட. உ 

“ரீலு 

5.94, இல்‌ நிறுவிய (பெடி 
1 a 


TO = 2 
ர) f(a) 
எனவே கொடுகீகப்பட்டிருக்கும்‌ சமன்பாட்டின்‌ சிறப்புதீ தீர்வு 


_ ச்‌ 
ரஜ 
தணைதீதீர்வு 4 சிறப்புதீ தீர்வு கண்டு முழுத்‌ தீர்வை எழுதிவிடலாம்‌. 
எடுத்துக்காட்டு : 
(D2_4D43)y =e 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க, துணைசீ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகள்‌ 
1, 3 என்று வரும்‌. ஆகவே துணைத்‌ தீர்வு 
= Ae” + Be 


சிறப்புத்‌ தீர்வு 


ஏ D2-4D4+3 “2520-13 


| 
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எனவே முமுத்‌ தீர்வு 
y = Ae” + Bes” 


e 
8 





6-3-1 (௨). 6-3-1-இல்‌ ரீ (௫)&0 எனில்தான்‌ மேற்கூறிய முறை 
' யைக்‌ கையாள முடியும்‌. ரீ (6) - 0 எனில்‌ பின்வரும்‌ முறையைக்‌ 
கையாளுவோம்‌,; 

ரீ(5)-0. எனில்‌ ரீ (20க்கு (2-௦) ஒரு காரணியாக இருக்கும்‌. 
எனவே : 

f(D) = (D-a)¥(D); Wa)xO 
எனவே 
eo 


JF முனைய) 


என்ற சமன்பாட்டில்‌ பூசீசியமாகாதவைகளுக்குமட்டும்‌ க்கு 23 ஈடு 
செய்வோம்‌. அதாவது 
7. 


7 (DW) 
என எழுதலாம்‌. பின்னர்‌ 


டி” 
என்று எழுதி 
_ 2” 
YF W(a) 


என்ற தீர்வினை அடையலாம்‌. 


மேலும்‌ எ என்பது ரீ (ற) = 0இன்‌ இருமுறை மடங்கு தீர்வாயின்‌ 
ரீ (0) ௪ (D-ஏ)2 $10), $(4)*0 
என்றவாறு அமைக்கலாம்‌. ஆகவே 


oe 


5 (20-70) 
என்றாகும்‌. அதாவது 


2-௦-௦4- 30) 


இசீ சமன்பாட்டில்‌ (0-க)ழ - ம எனக்‌ கொள்ள 


a 


1581—.6 
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ஓல்‌, ல்‌ 
டிலே Jue edz 


10 
க 
“2! (a) 
என்றாகின்றது. பொதுவாக 
f(D) = (D-ayW(D); 100050 
என்றிருப்பின்‌ தொகுதீதறி முறையைப்‌ பின்பற்றிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வை 
x oe 
“ச 10) 
என்று பெறலாம்‌. 


எடுத்துக்காட்டு : 
(D-2(D4+2)y = e+e 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 
துணை தீதீர்வு 
(44ம்‌ ௧௪-27 
எனத்‌ தெரியும்‌. சிறப்புதீ: ப 


22 2 
ஏ மு- DDT?) * D-2D(D+2) 
த பட்டத்‌ 2௨3“ 


ண 


91 4 அ 64 





எனவே முமுத்தீர்வு 
y = (A+ Ber Ca?)e?® + ௬௨27 
x3 ap we 
22 64 





௨8௫. X = ௯; ௩ கூட்டு முழு எண்‌; சிறப்புத்‌ தீர்வு 
காணல்‌: 


௪ சு" என்பது சிறப்புதீ தீர்வாகும்‌. [ரீ(மD)] 1 2, 0 இன்‌ 
படிகளாக, ஈருறுப்புத்‌ தேற்றம்‌ கொண்டு விரிதீதெழுதி, அவற்றினை ' 
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ஐ" இல்‌ செயற்படுதீதவேண்டும்‌. 1) இன்படி, 7% கீகுமேல்‌ எடுதீதுசி 
செல்லப்படவேண்டியதில்லையெனகீ காணலாம்‌. ஏனெனில்‌, 


சிய உ ஆ” — im; ரத்தக்‌ — 0. 


5-331. இன்‌ கிழ்‌ உள்ள எடுதீதுக்காட்டினையும்‌, அதற்குப்‌ பின்பு 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள குறிப்பினையும்‌ பார்க்கவும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு : 


(2342232002) 4-3 என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 
துணைத்‌ தீர்வு A௪-2*4 Be “+ சே 


ச 3x2 
சிறப்புதீ தீர்வு ௪ D ட DS 
ர ரர: ற_2ற2_றக-ட , 
ப்பம்‌ 


8 Z 
ன்‌ (1௬ ர 024 தச்‌ ஓர்‌) கன மேற்படிகள்‌ ) 23 


- $23) 


3௬2 3 15 
ணை உலை அனு ! 
எனவே முழுது தீர்வு 
| 2 ஜே 15 
y= 4௪31௨3 சே. ப்‌ த்த 


குறிப்பு: கிடைகீகப்பெற்ற சிறப்புதீ தீர்வு சரியா என்று பின்‌ 
வருமாறு சரிபார்க்கலாம்‌. 
922 3% 15 
2௨5. க்கில்‌ தக்க 
(D542D2-D 2( சு ்‌] 
= 4 634033 ITS 


2 
ணை 94. 


686. X = sina; fீ(-a?)0: சிறப்புத்‌ தீர்வு காணல்‌ : 
f(D)y=sin ax 
என்பது சமன்பாடு எனில்‌ 
_ Sinaz 


ஏ F(D) 
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ரீ(ம) என்பது ரீ (0) = 122) என்ற அமைப்பில்‌ இருக்குமெனில்‌ 
ட sinax 

J (ஆ a2) 

என்பது தீர்வாகும்‌, [5-3-2 (0) காண்க]. 'அதுவல்லாமல்‌, 
f(D) = (DY DG(D2) 

என்று மாற்றியமைக்ககீ கூடிய சார்பாயின்‌ 5-32. கிளைத்‌ தேற்றதீதில்‌ 
குறிப்பிட்டிருக்கும்‌ முறையைக்‌ கையாளவேண்டும்‌. ஆனால்‌ நடை 
முறையில்‌ பின்வரும்‌ ஏதாமொரு முறையைக்‌ கையாளலாம்‌. அம்‌ 
முறைகள்‌ பின்வரும்‌ எடுத்துக்‌ காட்டுகளால்‌ விளக்கப்பட்டிருக்கின்றன. 


எடுத்துக்காட்டு : (123-222--1)ம = கறு மே என்ற சமன்பாட்டின்‌ 
தீர்வு காண்க, 
துணேச்‌ீ சமன்பாட்டினைக்‌ கொண்டு துணைதீ தீர்வினை 
y = ஊீ[.4 cosh ல மி sinh ௨/2] 
என்று பெறலாம்‌. 
சிறப்புதீ தீர்வு 
ட. sin 3x 
9“ Dா_2D-1 
sin 3x 
—9-2D—1 
3 sin 3x 
2 D410 
ட 22-10) 

௪ - D410 -10) 
(2D —10)sin 32 
100 + 36 
6cos3r—10sin3x 
136 


sin 9x 


எனவே முமுதீதீர்வு 


y= e[A cosh 47824 Bsinh ரவி e010 sin 3a 


136 





மாற்று முறை : 
(DI~2D—1)y = sin (A) 
உதவியாக (D2 222 1)4 = 00594 266 (13) 


என்ற சமன்பாட்டை எடுதீதுக்‌ கொள்வோம்‌. இச்சமன்பாடுகளின்‌ 
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வலப்புறத்தில்‌ உள்ளவை 65” என்ற சார்பின்‌ முறையே கற்பனைப்‌ 
பகுதியும்‌, மெய்ப்‌ பகுதியுமாகும்‌, எனவே 
ei 
9“ D2-2D-i 
என்பதின்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வினைக்‌ கண்டு, அதிலுள்ள கற்பனைப்‌ பகுதியை 
நமக்கு வேண்டிய தீர்வாகப்‌ பெறலாம்‌. எனவே 
ச p2-2D-1 
_ ei 
(392 2(31)—1 
31 
10468 
ட. (10-66) 
100436 
_ (cos 3x +t sin 3x) (10464) 
— 136 
எனவே 


10 sin 3x—6 cos 3x 
௮ 136 


10 cos 9௨-46 sin 3x 
— 136 
எனவே வேண்டிய சிறப்புதீ தீர்வு 


ட 10 sin ளெ-6 cos ox 
— 136 


கற்பனைப்பகுதி 


டு 


மெய்ப்பகுதி 





| 





குறிப்பு: முதல்‌ முறையிலும்‌, இரண்டாவது முறையிலும்‌ 
_ cos ax 
த Diaz 
என்ற சமன்பாடு இருந்தால்‌ 


cos ax 





y= 


என்ற சமன்பாடு கிட்டுகின்றது. அதாவது முகன்‌ மதிப்பு கந்தழி 
யாகும்‌. இது ஒவ்வாத ஒரு கோட்பாடு. அதாவது எந்த ஒரு வகைக்‌ 
கெழுச்‌ சமன்பாட்டிற்கும்‌ தீர்வுகள்‌ இருக்கும்‌ (இருக்கும்‌ என்ற வாய்பாடு, 
Existence Theorem) என்பதைப்‌ பொய்க்கின்றது. ஆகவே இது 
தகைய சமயங்களில்‌ 
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1 
டு ட்‌ இகம்‌  D+i - [cos a 
எனப்‌ பிரிதீதெழுதிதீ தீரீவு காணலாம்‌. 


மாற்று முறை : 
தணைத்தீர்வு 
y=Acosax+Bsinax 
என்பதாகும்‌. பின்னர்‌ 





என்றும்‌ 


என்றும்‌ கொண்டால்‌ 
ஞே 
்‌ மி 
த. 
2 0 (D—1a) 
அதாவது 
dz . ஞ்‌ 


என்றாகும்‌. எனவே 


ஓமம்‌ 35 
z= 7. 02 
/ 21a 


xe 
இர 





—iax(cosax+tsin ax) 
2a2 


எனவே 
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ஆகவே 
(D2+a2)y=cos ax 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ முழுத்‌ தீர்வு 


y=Acosar+Bsinax+ ப்‌ 
மேலும்‌ 
(D2+a2)y=sinax 
என்ற சமன்பட்டின்‌ முழுது தீர்வு 
y=Acosar+trBsinaw— ப எ யன்ன 
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6-8 (0). &-௪£7; 6 மாறிலி, / ஏதாமொரு ௨இன்‌ சார்பு ) 


சிறப்புத்‌ தீர்வு காணல்‌ : 
f(D)y=e“V 
என்பது கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடாக இருப்பின்‌ 
இரத்‌ 
மு 
ஆகவே 5-3:3.இல்‌ நிறுவப்பட்டபடி 
1 ax —. Az V: 
ரு | துச்‌ 
என்பதாகும்‌. தீர்வு /2ப்‌ பொருதீதுக்‌ காணப்படும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 
(D2~4D—5)y=e% cos ஐ-1௨ 2” ஐ* 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 
இச சமன்பாட்டின்‌ துணைதீ தீர்வு 


[423 Be™ 
மேலும்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வு 
63” cos x e222 


Y= நட 2220-5 


முதலில்‌ 
ஒ$” cos ௨ 
222405 
என்ற சார்பினை எடுதீதுக்கொண்டால்‌ 
83” cos x 1 


வட ப ப்ப பழ இற பல்வ ட 0 ல்‌ 
Di-4D-5 °° (D+9E=A(D+3)=5 


120 வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


, ௦௦௭ 
D2+4D+8 
cos x 
= ee” 
2D—9 
(22-09) cos x 
AD 
232 (2 sin ௨-9 cos 6) 
85 








3” 


மேலும்‌ 
Ee 23 


ர ம 1 =| 
D2_4D—5 (D—2)2—4(D—2)—5 


த்‌ ட 
Af 





டு த 
அ (1 2p 
2.80) 64D 

(1- ண வனை - ௮ம்‌ 
நு 7 49 
எனவே முழுதீதீர்வு 


y = A+ Bo™"+ 2 = 0 sin x—9 cos 2) 


7 7 * 29 
எனப்‌ பெறப்படும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 2 : 
(Di—a2)y = சீ” sinax 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வினைக்‌ காண்க. 
தணேதீதீர்வு 
(1/ — Ae L Be 


சிறப்புதீதீர்வு 
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sin ax 
D24+2cD 


sin ax 
2aD—az 


aa 


25” (2D+a) sin ax 
3 410203 
ம்‌ 


௯. 


௪ Ta 
எனவே முழுதீதீர்வு 
y= அடிச்‌ 3 (2a cos மல sin ax) 





[2a cos ax +a sin ax] 


6-8.(6) X=<V; 7 ஒரு லின்‌ சார்பு; 
சிறப்புத்‌ தீர்வு காணல்‌ : 
ரீ) = £₹ என்பது சமன்பாடு 


அன்‌ அதி 
இ ம) 
எனவே 5-34. தேற்றத்தில்‌ நிறுவியபடி 


த ர்‌) 
ணை 2 
ரம) ட” ரம) | f(D) 


என்ற வாய்பாடு கொண்டு சிறப்புத்‌ தீர்வு காணப்படும்‌. 
எடுத்துக்காட்டு : 

(D24+4)y = sin 2x 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 


தணைத்தீர்வு 
y = Acos2wtDBsin2z 


சிறப்புதீதீர்வு 
_ x sin2x 
D244 


( 2D ௩) sin 2x 
ணை யி ஸை 
DI44) D244 


191 த்‌ 


[6-3 (C). குறிப்பு (1) காண்க] 
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ட 2௦௦522 . 2D(x cos 2x) 
2 4 4(D2+4) 


x2 ௬௦% 2x cos 2x —=2x sin 2x 





“ர உர்‌ முல. 
ன _ 2 cos 2x x sin 2 _ x sin 2x 
ஏ 4 8 Di44 
ள்‌ x sin 2x ௮2 sin 2x 


வலப்புறமிருத்து இடப்புறம்‌ கொணர்நீதால்‌, 


x’ cos 2x x sin 2x 
த னி த்‌ னை ௭ 


ஆகவே சிறப்புதீதீர்வு 
ட. 2 cos 9 x sin 2x 
ஏ = 8 16: 





என்று பெறப்படும்‌. எனவே முழுதீதீரீவு 


2 ்‌ 
y = Acos2r+Bsin2e— வக்‌, + ட்ட 





என்பதாம்‌. 
பயிற்சி 6:2 


1 ஓட122 
1. coax = ணய தத 


= cosh (1௮x) என்ற தொடர்பையொட்டி, 


௮ ௦௦5 x எனில்‌ 


4 Dera 
ல்‌. த 
9 - ஏ; 840) எனவும்‌ 


~~ 


sin ax = 52 
= ன்‌ க (14௫) என்ற தொடர்பை யொட்டி, 
1 g க 
Y = ௬-81௩ வ எனில்‌ 


~ Dafa? 


x ச 
Y = ஏ, 0௦5 லே எனவும்‌ நிறுவுக. 
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பயிற்சி 6-8 
பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ அணைத்‌ தீர்வு, சிறப்புதீ தீர்வு; முழுத்‌ 
தீர்வு ஆகியவற்றைக்‌ காண்க. 

1. (D23D+2)y = 22 

2. (D2+r6D+9)y = e 

3. (D244D4Ay = 262 

4. (D202 Dr2)Y = சே 

5. (D+1D(D+2ND+9)Y = ere LOLS 
6. (D2=3D+2)y = 2x1 

7. (DS+27)y = a 

8. (D2+2aDy+a?)y = e+ 62+3 

9. (D24)y = 12 cosh 2x 
10. (23-91) = 108 sinh 3x 
11. (224-823) 169 =64 cosh 2x 


(குறிப்பு: 5 பயிற்சியில்‌ நிறுவிய உண்மைகளை (9), (10), (11)க்குப்‌ 
பயன்படுதீதலாம்‌. நேர்‌ முறையிலும்‌ செய்யலாம்‌, 


dZy dy, அதது 
12. 2 16 மி்‌ அங்கெ pr 


(ற £ என்ற மூன்று நிலைகளிலும்‌ தீர்வு காண்க). 


ட dq பதக 


CR2 = 4L(1- த எனக்‌ கொடுக்கப்பட்டுள்ளது. 
14. (0390244012 = 4a? 
15. (D?-3D4+2)y = 4x? 
16. (04.40) = 48027 
17. முற = 22 
18. D*{(D2~i)y = 360m 
19. (2220 = 283422 
20. (203-202) = wir —IT+2 
21. (D—2)2y = e°+6we?™ 
22, (D$-3D2-6D4+8)y = wes 
23. (Dt—2D3_3D244D44)y = ale” 
24. (D2—1l)y = x sin எல்‌ 
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25, (DS4+ly = oF sin wre? sin “33 
26. (D2+6D4+18)y = 108x2e® cos 32 
ND+M த 


1 1 
2%[ 5-8 | & என்பதை (2/1)--14)ஆல்‌ செயற்படுத்தி வரும்‌. 
மெய்யெண்‌ பகுதியைப்‌ போல்‌ ரு மடங்கு என, அதாவது 


ax ப b ॥ 
ண்‌ வன ச உ” cosbxi.dz 


e’” cos bz 
b 


என்பதற்குச்‌ சமமென நிறுக. NN; 24, ஷூ 0 மாறிலிகள்‌ ஜோன்சன்‌ £ 
வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ ; 106 ஆம்‌ பதீதி). 





ர்‌ உ sinbxX.dz 
வ/ 


28. (22-௦7 = ௪” என்ற சமன்பாட்டின்‌ முழுதீ தீர்வு காண்க. 
29. f(z) ௯ 0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகள்‌ ட Wy உ Ope 
fDy =e re pe 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகள்‌ என்ன £௭; ௮ 8, எனில்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வு 
சாவ்வாறு மாறும்‌? 8; தெ உ ௮, என ௪ தீர்வுகள்‌ சமமானால்‌ 
சிறப்புதீ தீர்வு எவ்வாறு அமையும்‌ ₹ 
30. (D2+5D+6)y = ௪2 sec’x(1r2 tan ஐ) 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வ காண்க. 


0 


விடைகள்‌ 
பயிற்சி 6:8 
1. y = அச றின்‌ 


2” 
க்க ஈத டட 
2. y = (A+ Bx)e + 9 
3. y = (A+ Br)e xe 
4, y= Aer Be"1Ce2"— ye” 
cz க “2200 _ -மேோ[ Cu 
e (447) 42 (B—x)+e (0+ )+8 


6. y= Ae + Bertxril 


॥ 


5. ¥ 
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13. 


14. 
15. 
16, 
17. 
18. 
19, 
20. 


21. 


22 


y = e 2 | Acs ர B sin ச | + ௪35 
203 2 
27 23 


x2 த்‌ 6 12 3 
y= (A+ Bx)e™™+ குது ஸா னு! பா 7 


y = (430) sinh 2x+B cosh 2x 
y A+B cosh Ix+(C+6x) sinh ளே 
y = (A+ Bx+2x?) cosh 2x+(K+ Lx) sinh ளே 


il 


|| 


p>kjy = e™(Acoswt+Bsinwt)+ க sin pt 
இங்கு ம2 = ற2_ k2 


; 
p= k;y = (A+ Bt)e™ + 2p2 “in pr 


p<kjy=e™(Acosh-wt+B sinh wt) 


* 2p - கம றர்‌ (இங்கு ம2 = kஈ*-ற2) 
ல்‌ = 71/21, எனக்‌ கொண்டு தீர்வு 


௨ தாமோ ட ட 
y = உ”*(.4 0௦5 முர்ஃமி கமர்‌) + Razz cos wt 


+2w sin wt) 
y= Ae" +e” (Bcosx+Csinx)+2(x2—ir+5) 
y= Ae“+Be?®4+2x24+6wrT 
y = A+BerCe™ + Ee —10qt—30x2 


y = Ae“ Be" r2—t 

y= 432003 Easy Fe" + Ge" —(a8+302%) 
y= AcoosVIx+D sin லை 23 x2 r(x +1) 

y = Ae2*Le"(Bcosx+C sin) 


2ஐ4 1 434122107 
வ வைனை கணவன 
y = {A+ Bx)e™ +e" +ate™ 


(28% +39) 


y = Ae” + Be™4Ce 2g" 584 
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20. y= (Cir Cm) re (C;rC iw) tie 122-.2 
24. y = ஜெ” sin w-+cos x)+Lwe(2q23pL 9} 


சனா 4/3 4/3 62” 
25. y = Cie fe ( Cyoos 2 tT 5811 ல) fe 130 











(3 sin ஏ-11 ௦௦௧7) ௭௪7? ஙு 47500௧ ட்‌ 


26. y 


e™®{Acos3x + Bsin3x + (6x8 — w)sin%z + acoso} 


28. Y= (Ait Art tA Te ௪ 
29. y= ஐ(௪71328).,-3) 

y = ச்‌ ௪53“) r(e9" Le  3 ச) 

y = “1° +L r(e rt" 3௭:23... 4 உ) 


30. y =e tan 


7. ஒருபடிக்குரிய வகைக்கெமுச்‌ சமன்பாடுகள்‌: 
-மாறிகளையுடைய கெழுக்கள்‌-- 
ஒருபடித்தான சமன்பாடுகள்‌ . 


(Linear Equations with variable co-efficionts— 
Homogeneous equations) 


7-1. (DPD 4A Py = F(x) என்ற சமன்பாட்டில்‌. 
டிடி ச, என்பவை மாறிலிகள்‌ எனக்‌ கொண்டு இசீ சமன்பாட்டின்‌ 
தீர்வுகள்‌ கண்டோம்‌. அதற்கு மேலும்‌; 2, றை 2, என்பவை ஐ 


ஓட்டிய சார்புகளாக இருப்பின்‌ இச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகள்‌ காணும்‌ 
முறைகளை இப்‌ பகுதியில்‌ காண்போம்‌. 


சிறப்பாக, ஒருபடிதீதான ஒருபடிக்குரிய வகைக்கெழுச்‌ சமன்‌ 
பாடுகள்‌ எனப்படும்‌ வகையில்‌ அமைந்திருக்கும்‌, 


y ன்‌ "iy 
கடத்‌ 1449 "மதார்‌ 
என்ற சமன்பாட்டைதீ தீர்க்கும்‌ முறையை முதலில்‌ காண்போம்‌. இவ்‌ 
வமைப்பில்‌ 2, த, க ச, என்பவை மாறிலிகள்‌. 


LP,y = F(x) (A) 








இ ர சமன்பாடு (4) : 


அர பவப்‌ ட ir P,y ரு wo (B) 








(கலா 3 ளி 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ ஒரு சிறப்பான அமைப்பாகும்‌. 


(2-9) க்கு பதில்‌ னீ மட்டுமே (.4)இல்‌ தோன்றுவது காண்க. 
அதாவது 1, 6 = 0 என்ற சிறப்பமைப்பு] 
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*(B) என்ற அமைப்பு இலெஜண்டர்‌ (Legendre) அமைப்பு எனப்‌ 
படும்‌. 
2-6 = z எனக்‌ கொண்டால்‌ 


dy _ dy dz 
de 0 dz dz 
= aH 


ன்‌ 220 2 


(eo dy dz 
92% 82/82 





௮ றும்‌ dy 
dz 
அவ்வாறே 
dy ay 
dz’ “Tz 


எனக்‌ கிட்டும்‌. எனவே இலெஜணெடர்‌ அமைப்பு 

d*y சம்மு z—b 
ட்‌ வ்‌ பிலி ம்‌ 12 os — F ந 5590 59% இ 
ப்‌ z ப DY ட ட்‌ ) (0) 





0 
என்று வரும்‌ 4" (2) என்பது ஒரு 2இன்‌ சாரீபாதலால்‌; 2(2) 
எனக்‌ கொள்ளலாம்‌. ௨ என்பது ஒரு மாநிலியாதலால்‌, ல*ஆல்‌ முழு 
வதும்‌ வகுதீது எழுதினால்‌ (0) என்பது 


a ந ரோம 1 
த பக்கம 1 tty = 252202) (2) 





என்ற அமைப்பில்‌ பெறப்படும்‌. ஆகவே ()இன்‌ அமைப்பும்‌ (.4)இன்‌ 
அமைப்பும்‌ ஒரே அமைப்புதான்‌. ஆகவே (4) என்னும்‌ அமைப்‌ 
ிலேயே வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாட்டைக்கொண்டு, அதன்‌ தீர்வு காணும்‌ 
முறையைக்‌ காண்போம்‌. 





dy டன 
dz” 72126 னிடம்‌ 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ தீர்வைக்‌ காண்போம்‌. 


7-2, 2” றம அ 2(கெளன்ற அமைப்பில்‌ 





* ஆட்ரியன்‌ மேரி இலெஜண்டர்‌ (Adrien Marie Legendre) வாழ்ந்த 
காலம்‌ 1752-1833. சிறந்த கணித மேதை. இவர்‌ இலாப்ளாஸ்‌ (Laplace) 
உடன்‌ சேர்ந்து 4 கோள இசையியல்‌ ?9 (Spherical Harmonics) என்ற 
தற்காலக்‌ கணிதப்‌ பகுதியை உருவாக்கினார்‌. 
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முதல்முறை : 

2 = ௦ஜ ௫ அதாவது ௯ ௪ என கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில்‌ 
ஈடு செய்ய 4-1.இல்‌ (4) என்ற சமன்பாட்டமைப்பில்‌ நமக்கு ஏ; 2 இரண்‌ 
டையும்‌ தொடர்புபடுதீதிய ஒரு சமன்பாடு கிட்டும்‌. அதற்கு நமக்குதீ 
தெரிந்த முறையில்‌ தீர்வு கண்டு = 1௦2௮ எனது தீர்வில்‌ மாற்றீடு 
செய்து தீர்வு பெறலாம்‌. 


௫ = 1௦௭௯ எனக்கொள்க, 


நூ மழ dz 1 dy 
dx 0 dz dx ஐ ங dz 


diy _ _i(dy_dy 

2 க்‌ சக சகட மை x 22 dz 

diy _ 1 diy dy 4) 
ax கனை... ஒழுகு ஒரு ௨௦௨ ம dz 324 dz 


dy 1 dy தர்‌ ly -1( _ 2) 
ஜு பத அர ஜஜுர்‌ எர) கரடு? 


என்ற மாற்றங்கள்‌ பெறப்படும்‌. 





ord = எனக்‌ கொள்வோமானால்‌ 
ஐ: = D(D—1)y 


5 = D(D-1D—2)y 


ல 32 = D(D-1).....(D—n+i)y 


எனவே 7-1, (4) என்ற அமைப்பிலுள்ள சமன்பாடு 
[D(D-1)...(D—-n +10) றம... (000-௩3௮ 
ஷ்‌ கக *2,] ழ்‌ — L(x) எனவரும்‌. 
இதை நாம்‌ சென்ற பகுதியில்‌ கண்டவாறு தீர்தீது, துணைதீதீர்வும்‌, 
சிறப்புதீ தீர்வும்‌ கண்டு 2=1௦த ௫ என ஈடுசெய்துவிட்டால்‌ 7-1. (A) 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு கிட்டும்‌. 
1581—9 
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குறிப்பு 1: துணைதீதீர்வு காண 
7%(7--1)(௩--2).. (௩31) 1 றரு(%--1) அ ௩42) 
ஆடற, = 0 
என்ற சமன்பாட்டினை எடுதீதுக்கொள்வோம்‌. (இது முன்னரே 
அறிந்தது). இச்சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகள்‌ ப; 62, ஒட பே என இருப்பின்‌ 
y= இன்த Cy 22 4 oh Con 
என்று வரும்‌. ஆனால்‌ 2-8“ ஆதலால்‌ 


y = Cea + C2 4 ஒர்‌ Ca 


என்ற துணைச்‌ சமன்பாடு உடனடியாகக்‌ கிட்டும்‌. 
& என்ற தீர்வு * முறை மடங்கி வரின்‌ துணைத்‌ தீர்வு 
y = (நேரே 221... அ -1)20 


+ Ca ட ர்‌ Ce 


= [நேர 01௦234... + (1௦2 x) 1]x% 


+ Cat ப ஒர்‌ Ce 


என்று கிட்டும்‌. இத்‌ துணைதீதீர்வு காணும்பொழுது 4412 என்ற 
கற்பனைதீ தீர்வு துணைசீ சமன்பாட்டிற்குக்‌ கிடைக்கப்பெற்றால்‌ துணைத்‌ 
தீர்வு 

y = eA cos 024.0 sin fz) 
{A cos (B log x) + B sin (§ log x)la~ 
ஷி, 


ox 
0234 Cie “+. AC, x 
என்று கிட்டும்‌. 


குறிப்பு 2: (4)இன்‌ சிறப்புதீ தீர்வு காண 
1 
என்ற தொடர்பினைப்‌ பயன்படுதீதல்‌ வேண்டும்‌. இதற்குரிய முறைகள்‌ 
முன்னர்‌ 5-3.இல்‌ விளக்கப்பட்டிருக்கின்றன. அவற்றினை 2()இன்‌ 
தன்மைக்கு ஏற்பப்‌ பயன்படுதீதிப்‌ பின்னர்‌ = ]௦ஜஜஐ என ஈடு 
செய்யின்‌ சிறப்புதீ தீர்வினைக்‌ காணலாம்‌. 


எடுத்துக்காட்டாக: 2(2) ஐ ௪£* என்ற அமைப்பில்‌ இருந்து 
ரீ()3௯0 என்றும்‌ இருந்தால்‌ 
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1 e 
7) 


நன்‌ 1 a 
ரீலு” 
என்ற சிறப்புதீதீர்வு பெறப்படும்‌. 5-3.இல்‌ கூறியதுபோலவே 7(12) இல்‌ 
D-a என்பது * முறை மடங்கி, காரணிகளாகக்‌ கிடைக்கும்‌ எனில்‌) 
அதாவது 
ரீ = மு-லூத்றா) pla), 
எனில்‌, தீர்வு 
8 
| 


பவ 
| 
] 
ள்‌ 
Q 
ee 


7 
_ (dogx) ல 








எனப்‌ பெறப்படும்‌. 
721. சிறப்புத்தீர்வு காண்பதற்கு மாற்றுமுறை : 
YY 
x த்‌ தொடா வர்ற கர்‌ 706) 


என்பது கொடுக்கப்பட்டிருக்கும்‌ சமன்பாடு 5-422, என்ற பகுதியில்‌ 
நிறுவியிருக்கும்‌ வகையில்‌ 








ல ன்‌ == wD 
என்ற செயலின்படி 
இசீசமன்‌ பாட்டை 
[0(0 கை 1)(0 னு 2) 5 (0 ௮1) 4 P40(Q எ 1). (0 ண 7, *2) 
A ee P,]y= F(x) 
என்று எழுதலாம்‌. அதாவது 
f(y = F() 
எனக்‌ கொண்டு [(0)=0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுகள்‌ காண்போம்‌. 
அவைகள்‌ இ. 02 ஃ ஃ0, என்று இருப்பின்‌, சமன்பாட்டின்‌ துணைதீதீர்வு 
= Cixi 4 93... 4௮ ஹே?” 
என எழுதலாம்‌. இங்கு டே ஜே ஃ CG, என்பவை மாறிலிகள்‌. 
இப்போது சிறப்புத்‌ தீர்வு காண 
ட ர்‌ (2) 
79) 


என்று எழுதலாம்‌. எனவே, 


y =| 9-2 க ன்‌ | F(x) 
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என எழுதி 6-261, இல்‌ விளக்கப்பட்ட முறைப்படி சிறப்புத்‌ தீர்வு 
காணலாம்‌. அல்லது 
1 N N N 
க லை டடம டப 2 ர ட |F 
ரன [தவர்‌ உ 9 
என எழுதி 6-2-2 இல்‌ விளக்கப்பட்ட முறைப்படி சிறப்புதீ தீர்வு 


காணலாம்‌. 





எடுத்துக்காட்டு 1: 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீரீவு காண்க. 


முதல்‌ முறை: 2-௪ அல்லது 2 - 1௦ஜ௫ என ஈடுசெய்து தீர்வு 
காணல்‌. 

D க என ஏற்று, கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை 

[D(D-—1)—4D4+4]y=q2=e 
என்று எழுதலாம்‌. அதாவது 
(222-524 = e7 
துணைத்‌ தீர்வு : 043 ஜ்‌ 
வை 00714 ர 


சிறப்புத்‌ தீர்வு: தற 
௪2“ x2 

ந தை. 
எனவே முழுதீதீர்வு 


2 
3 ஹேர க 


2 என்பதாகும்‌. 
இரண்டாவது முறை (6): 


BI = 
என்று கொண்டு தீர்வு காணுதல்‌. 
[9(9-1)-49+4]y = 22 
அதாவது (92=59+4)y = x2 
எனவே துணைத்தீர்வு : C,xi+C2x. 
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1 
சிறப்‌ அ டப ப்பட்ட TZ 
ஒப்புத்தீரீவு.. 9௪ ஓ ஓ-]) 
அதாவது (9-4)(9-—1)y = a2 
(9-1) = ம எனக்‌ கொண்டால்‌ 
(0-4) = a? 
என்று கிட்டும்‌. அதாவது 
x _ச்யூ = ஐ2 
2 5 =< 
* ax z = 
எனவே தீர்வு ' u = ட 
அதாவது (9-3 
ட்‌ ay பக ட] க ணை x2 
ட] 2 y 2 
௨... ழே 2 
02௨... 2 
அழத்‌ 
2 
எனவே தீர்வு y= ஜெ) ஜெ 


இரண்டாவது முறை (மற்றொரு வழி) (%) : 





22 
4 (6-5 
| 1 1 2 
“இறத. தவரு! 
ட 1 ஐ 
319-% 5 9-1 
டன டம்‌. ரீ 
எனவே 253 55 
என்று கொண்டால்‌, 
du x2 ்‌ 
ர 41௪ என்றாகும்‌. 
ம 1 ஐ 
அதாவது _ வம்‌ ந ௮ 
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— x2 
| இர 
ஈறு கொண்டால்‌ 52-23 
என்று கொண்டா pt 
என்று கிட்டும்‌. எனவே 
ஐ? 
பதக ட்‌ 
எனவே முழு சிறப்புத்‌ தீர்வு 
Y = முழு 
x2 x 
“டீ 3 
x2 
இலை 


எனவே முழுதீ தீர்வு 

y = ரத்‌ ல 
எடுத்துக்காட்டு 2 : 
a 23 
dzx3 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு ர்‌ 


dy 


ழ்‌: 
2 — ம, 
கல dz 


23 , 592 —2y = 2 


z = 1௦௭ அல்லது 2 = ௪ 
என ஈடு செய்து, ௮ = = 7; எனக்கொண்டால்‌ சமன்பாடு 


[D டல (D-2)-4D(D=1)+5D—2]y = ன 


என்றாகும்‌. அதாவது 
(D3—7D2+11D—2)y = e” 


எனவே துணைத்‌ தீர்வு 


ஒருபடிகீகுரிய வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ ...சமன்பாடுகள்‌ 


சிறப்புத்‌ தீர்வு 


3” 
7 p_7D’+11D—2 
௮3 
ஆற 


எனவே முழுத்‌ தீர்வு 
5 | 4/21 4/21 | 25 
y = கல (Bx 2 Ce 2 
எடுத்துக்காட்டு 3: இலெஜெண்டர்‌ அமைப்பு : 
d2y ப dy 
டத நகல்‌ = 
(6-9) 32 4 (ta) 2 toy = ல 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 


௨ = ம எனக்‌ கொண்டால்‌ 
dy மூ மற மழு 
ஈர்‌” ப 5 5 அபக 


என்றும்‌ மாறும்‌. ஆகவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை 


2 2y dy 
152 dus சீம த Loy = மம 
என மாற்றி அமைக்கலாம்‌. 
d 
த்‌ du 


என்ற செயலியைப்‌ பயன்படுதீத 
[0(0-—1)-—49+6]y = ம 
என்று கிட்டும்‌ 
உ. (04-59-4069) ம 
என்றாகும்‌. 
எனவே துணைதிீ தீர்வு 
= Cur ஹே 


1 ௮ (ம 


சிறப்புத்‌ தீர்வு = (9-5 0-3 


= [237 9-516 
V = | | (4-9) எனக்‌ கொண்டால்‌ 


135 


136 


1 
Ww க | 9-2 [ure 
எனக்‌ கொண்டால்‌ 


a 
W வழு 2 


2 
என்றும்‌ கிட்டும்‌, . எனவே 
சிறப்புத்‌ தீர்வு = 777 

au 7 
தட்‌ த பயல 
ட Oa 
= ர ்‌ 


எனவே முழுத்‌ தீர்வு 


u 


2 


(2. a 
= (24௦540 (64௦84 515 _ © 


எடுத்துக்காட்டு 4: 


வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


௦ 


2 
(42253 +3 (3x2) _ பெ = லர 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 


8 = 342 அல்லது 2 - log (2௮42) 


என ஈடு செய்து, 79 என்று கொள்க. 





ழே மூ 82 3 dy 
dr dz’ ஜே. 9242 dz 
dy dd /dy 
4 dz க 
ஆஅ 
82] edz | 
_ [3 ழு 3 dy]dz 
“| - 4 dz 


9 d2y 


9 dz 


+22 dz (3242) dr 


ஒருபடிக்குரிய வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌...சமன்பாடுகள்‌ 


எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 
[9D (D=1) +9D—36]y = 3x2+ixz1 
என்றாகும்‌. மேலும்‌ 


x2 igrl = a (324+ 2)2— = 


1 
ன்‌ (e 1) 
என எழுதலாம்‌. ஆகவே சமன்பாட்டை 


(ஒD2_36)y = ; (61) 


1 


என்று மாற்றியமைக்கலாம்‌. இதன்‌ தணைது தீர்வு 
= Ae“ Bez 
சிறப்புத்‌ தீர்வு 


1 
ட அப 22 
Y= FB (ze2* 1) 
எனவே முழுது தீர்வு 
௮ க தி 1 2 
y = 4(23₹) 32022 Tins (ze2* +1) 
B 


| 1 
௮ A+ D+ லக ரா {(3x +2)? log (3x+2) +1! 


பயிற்சி 7 


) 070 dy 
1. x ல 340 


2 
2 ஜி palry= =0 


da: d 
Je தகக தகக க 0 


d2y dy 
4. x2 த ட ளே 7a அண்மை 


2 
22 V_ gy 


32 ள்‌ +2y=x து 


Gay d2y 
343 ப அன்ட்‌ 


dy 


da‘ 
6. 26 t= 12023 


134 


1368 


11. 


12. 


வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


Gy = 
x Cy _ 4௮. sin (log ஐ) 4:205 (log x) 
22 ற 
yy 
3” திறல்‌ 4 
3 2 டு 2722 


02 d 
பதக்‌ (242) 354௧ 
(241925 மர்‌ ழு 3 ட —y=ilog (௪௮1) -ற-1 


(2x +1) ny 


விடைகள்‌ 
பயிற்சி 7 
y = ஜெ 
y = x(AL Blogz) 
y = [A+B log x+(C log )2} 
y = x’[A+B log +(log x)2] 
y = [A cos (log x)+ B sin (log )]+x log = 


y= Az ட்ட Cz ந்த 
x ஐ 


y = Ax+a[B log (cos )+C sin (1௦2௮)] 


+z x2 (log w—2)+3x log = 
y = w[4A cos (V3 log )+B sin (V3 log 2)] 
+as[9 cos (log x) —2 sin (log x)]+ix sin (log 2) 
y = Aw+ Bz loga+Ce (log x)’4+at 
y = (2+2)[A+B ந (2+2)]+8 [log (+2)P— 


y = ரேம) 





2 log(a+ 1)342(௧41) log(c+1)+2 


A 1 
y= 341 ட சிகேஃடு-.32 4 Te 


8. பொருத்தமான வகைக்கெமுச்‌ சமன்பாடு 
கள்‌ ; சில சிறப்பான அமைப்பிலுள்ள சமன்‌ 
பாடுகள்‌. 

(Exact Differential Equations - Equations of 
particular forms) 


8-1. முன்னர்‌ பகுதி 111இல்‌ ஐ 0 என்பது ஒரு 
பொருதீதமான சமன்பாடாக இருப்பதற்கு வேண்டிய தேவையான, 
போதுமான, கட்டுப்பாடு 

2M _ ON 

y 
என்று கண்டோம்‌. இசீசமன்பாடுகள்‌ பொருதீதமான சமன்பாடுகளாக 
இல்லாது இருப்பின்‌, அவற்றினைப்‌ பொருத்தமான சமன்பாடுகளாக 
மாற்ற, தொகைக்காரணிகள்‌ கண்டு, பின்னர்‌ அவைகளைத்‌ தீர்தீதோம்‌. 


இந்தப்‌ பகுதியில்‌, முதற்‌ பிரிவில்‌ பொதுவாக ஒரு வகைக்கெழுசி 
சமன்பாடு [௩-வரிசை-முதற்படி அமைப்பு-பகுதி 1V-(4)] எந்தக்‌ 
கட்டுப்பாட்டில்‌ ஒரு பொருதீதமான சமன்பாடாக இருக்குமெனகீ 
காண்போம்‌. 


8-2. வரையறை: (௩-1) வரிசையிலுள்ள ஒரு சமன்பாட்டில்‌ 
ஓட்டிய வகைக்கெழு காணும்‌ செயல்‌ மட்டுமே செயற்பட்டுப்‌ பெறப்‌ 
படும்‌ ஒரு வரிசைச்‌ சமன்பாடே ஒரு பொருத்தமான நவரிசை - 
வகைக்கெழுச்‌ ண த அதாவது 


diy 
ரஜோ தந்து ன்‌ 23. 9) J dete 
என்ற சமன்பாட்டிலிருநீது, உஓட்டிய வகைக்கெழு கண்டு 


ம்‌ ய 
Po 242 ட ண சனா ர = f(x) (A) 


140 வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


என்ற சமன்பாடு கிட்டினால்‌, (4) என்பது ஒரு பொருதீதமான சமன்பாடு 
எனப்படும்‌. இன்னும்‌ குறிப்பாக, 
dy dy 2 
32 2 ஜீ 10) = 714242 
என்ற சமன்பாட்டிலிருந்து, டன்னை வகைக்கெழு காண 
2.3 24 01 0y = 6 B 
dzi அ 2௩0 ஒழ ௭௬ ) 5 41 3 x+4 eos oso ( ந 


என்ற சமன்பாடு கிட்டும்‌. (௮) ம்‌ ஒரு நால்‌ வரிசைப்‌ பொருத்த 
மான சமன்பாடு எனப்படும்‌. அவ்வாறே (B)இலிருந்து 
dSy ற ay dy _ 
dx. dz 
என்ற ல்ல சமன்பாடு பெ ணி 


+022) 52 க 20-2 6 ண்டு 


8-3. கொடுக்கப்பட்ட ஓரு ௩ வரிசை வகைக்செழுச்‌ சமன்‌ 
பாட்டை எப்படி ஒரு பொருத்தமான சமன்பாடு என்று முடிவு 
கட்டுவது ₹ 
dq” d"~1 dz 
0 அஸ்‌ P, Ps ரவி டல்‌ பககக LP தா 

LP, y= 5 5௨ (ம) 


என்ற சமன்பாடு ஒரு பொருதீதமான சமன்பாடா யிருக்கதீ தேவையான 
கட்டுப்பாட்டைக்‌ காண்போம்‌. 2, ழஃஃ ச, என்பவை யாவும்‌ இன்‌ 
சார்புகளாகக்‌ கொள்வோம்‌. (சில அல்லது எல்லாம்‌ மாறிலிகளாகவும்‌ 
இருக்கலாம்‌) 


dy... 8 | மழ 

“௦ ரதா என்பது P| 

என்பதில்‌ Ee பகுதியாம்‌. வத்து 
pp 1y diy 
2 |=? 0 டன YL த ஜம்‌ eo» (1) 
கின்‌ கதத (F) இன்‌ வலப்பக்கதீதைக்‌ கழிக்க 
da” 
2 234௮ 1 = ie ob PY (CG) 


கிட்டும்‌. இதன்‌ முதலுறுப்பு 





d 2 
ர [8 29) ப கில்‌ ஒரு பகுதியாகும்‌. ஏனெனில்‌ 


பொருத்தமான வகைக்கெழுச்‌...அமைப்பிலுள்ள சமன்பாடுகள்‌ 141 


d 2-2 மீ 1 
| பசல்‌ பம கவரில்‌ பி 


4 (றக அ (11) 
(0) இலிருந்து (22) இன்‌ கனா கழிக்க 
(ட PH ன்‌ ணட +P ற பப பாடுப்பறு 
கிட்டும்‌. இதன்‌ முதலுறுப்பு 
2 [+7022] ஒரு பகுதியாகும்‌. 
இதேபோல்‌ தொடர்ந்து சென்றால்‌ 





[P= FP, 2 Pg (— டாய. (-1) 5 ர 4p புக) 


என்பது கிடைக்கும்‌. இதன்‌ முதலுறுப்பு* 
8 
qe Pr P04 PD (புய ரம ஓ. (L) 
அன்‌ ஒரு பகுதியாகும்‌. ஏனெனில்‌ (1)8 விரித்தெழுத 
[2,_ 2,023... உ (151000 றர 
க்‌ [00 254. + (—1)T1P மழ sos oo (M) 


எனக்‌ கிட்டும்‌. (4) உம்‌ (0) உம்‌ எப்பொழுது சமமாகும்‌ என்று 
பார்ப்போமானால்‌ 
P, = PO, = PD, ர (மாமத ரு 
என்ற கட்டுப்பாடு கிட்டும்‌. எனவே () 
என்ற கட்டுப்பாடு 2 4). ௪, என்பவற்றிடையே நிலவுமாயின்‌ 
(A) இன்‌ இடப்பக்கதீதை 
0 diy 
dz லா 
மழ. வ ன 
ட்‌ oo {Py PL, தர்‌ (1) TP 1)] ர] 
ஏன எழுதமுடியும்‌. த்துப்‌ 2 இன்‌ முதல்‌ தொகைத்‌ தீர்வு 


a" 
Po டர்‌ (Pi Po) அதர்‌ a 





e+ (Py PG) 340) PD PO) 


ர்‌ தன்‌ டிக்கி * (1 2ரடடுமு 


குறிப்பு ₹ * ட்‌ ஞ்‌ ்‌ ஒஃலால்பவற்றிற்குப்‌ பதிலாக (1); (2); (3) ட 6TOT 
எழுதப்பட டி ருக்கின்‌ றன. 


142 வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


எனப்பெறப்படும்‌. எனவே (4) என்ற சமன்பாடு ஒரு பொருத்தமான . 
சமன்பாடாக இருக்க வேண்டுமாயின்‌, தேவையான கட்டுப்பாடு (N) 
என்ற கட்டுப்பாடு, அதாவது 

P,P, + PD, gt (மறு = 0 (ற) 
என்பதாகும்‌. இக்கட்டுப்பாடே போதிய கட்டுப்பாடு என்பதையும்‌. 
எளிதில்‌ காணலாம்‌. 


8-4. பொருத்தமான சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு காணல்‌. 


(4) என்ற சமன்பாட்டில்‌ தோன்றும்‌ 27, ழை, ம, என்பவற்றிற்‌. 
கிடையே (7) அல்லது (2/0இல்‌ கொடுக்கப்பட்ட கட்டுப்பாடு பொருந்தி 
னால்‌ (2) என்ற முதல்‌ தீர்வு வரும்‌. இங்கும்‌ இதேமாதிரியான ஒரு 
கட்டுப்பாடு நிலவுமானால்‌ (௩-2) வரிசையிலுள்ள தீர்வு கிடைக்கும்‌. 
(௩)இன்‌ இடது புறம்‌ ்‌ 

Jf x (ல) 240, 
என்று கிட்டும்‌. இவ்வாறே கடைசியாக ஓர்‌ இரண்டாம்‌ வரிசை 
அல்லது முதல்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடு வரலாம்‌. அதன்‌ தீர்வை எளிதாகக்‌. 
காணலாம்‌. 
்‌ உலர. 2 a வகு எ 
எடுத்துக்காட்டு 1: ர்‌ 4 22 ட 226 என்ற சமன்‌ 
பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 


இது பொருதீதமான சமன்பாடாவென முதலில்‌ சோதிக்கலாம்‌. 


Po = 1 
P, = 26 


oo P= Pi +P — 2e”~2e 00 
எனவே, இது ஒரு பொருதீதமான சமன்பாடாகும்‌. முதல்‌ உறுப்பு 
d 88 
2 (2) ஆகும்‌) இரண்டாவது, மூன்றாவது உறுப்புகள்‌ சேர்ந்து 
d ப 
3 (312) ஆகும்‌. 

எனவே சமன்பாட்டை, 


0 dy க 
32 இப்‌ + 2ye | ு 2” என எழுதலாம்‌. 
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இதன்‌ முதல்‌ தொகையாவ த; 


ட்‌ ஆற” = [a 


= ௪4.4 என வரும்‌. 


இதன்‌ தீர்வு; 


2௨” 


ye ட ee" (e”-+ A) da 


3௨ 3.4//ச 823 


எனப்‌ பெறப்படும்‌. 


பின்வரும்‌ எடுத்துக்காட்டு, ஒரு சிறு மாற்றதீதால்‌ ஒரு பொருத்த. 
மான சமன்பாடாவதைகீ காண்க. அவ்வாறு சில சமன்பாடுகள்‌: 
அமையலாம்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 


VEY 1140 ன்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்‌ 
2 7.2 7 முள என்ற ச ாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 


இங்கு Py = Vz 





Pj கணை 22 
P,=3 1 
மம டமி = 3424 1 
A4xVz 


2 0 


எனவே இது நேரடியாக ஒரு பொருதீதமான சமன்பாடல்ல. ஆனால்‌; 
இரு பக்கங்களையும்‌ 2” என்ற தொகைக்‌ காரணியால்‌ பெருக்கி! 


அதன்‌ பின்‌ 
(708 3)] 


இடப்பக்கம்‌ 
என்ற அமைப்பில்‌ வருகின்‌ றதாவெனப்‌ பார்ப்போம்‌. இடப்பக்கம்‌ 


தப்‌ 3 பூஜாம்‌ Yay 


எனவே 
P,= P+ PO 
= 92720௩ ret (ரே) 8/2 
273/2 [ஜ3/2- 223/3 17௩2-3) 
"3/2 125/3 0-ம்‌ + கே) 


444 வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


இது முற்றும்‌ பூச்சியமாக வேண்டுமெனில்‌ த்‌ என்ற கட்டுப்பாடு 
தேவை. எனவே ௮1/4 என்பதை இசீசமன்பாட்டிற்குரிய தொகைக்‌ 
காரணியாகக்‌ கொள்வோம்‌. எனவே சமன்பாடு 
dz 
* 
என்றாகும்‌. இங்கு 
P,— P04 P02=3x1/2—3q1/240 
= 0 


4 223/3 ம்‌ 921/3] ஐ37/3 


ஆகும்‌. எனவே 


உ கே 334 பவே =xVz 


என்பது ஒரு பொருதீதமான சமன்பாடாகின்றது. இப்பொழுது 


8 dy dy, 
Fa ச லூ 


எனவே ய்ய 
ச) *கே 23/2 na T+ 3Vay= xVz 
என எழுதலாம்‌. மேலே லு சமன்பாட்டை 


d/d 
15(2 ட ட (லே? 24/2 


என்று மாற்றியமைக்கலாம்‌. அதரவது 
d கபம்‌ 3/2 = 
அ + (22 -Dy |= 2 
எனவே, இதன்‌ முதல்‌ ped 
d 
ன + (225/21) y=2q°/24LC 
அதாவது 
dy ட ட C 
2 22-21 2 V+ 


என்றாகும்‌. இதன்‌ தீர்வு 
32372 1 12 


+6 [2 dtc, 


என்றாகும்‌. இதுவே தீர்வாகும்‌. 
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பின்வரும்‌ சமன்பாடுகள்‌ பொருதீதமானவையா 


பயிற்சி 8:1 


தீர்வு காண்க. 


1. 


6. 


ங்கம்‌ 233௪42) y= =0 


2041) 5 2 ய(ர } +(y°+2y)=0 
ண ரம்‌ என முதலில்‌ ஈடூ செய்க) 
2” என்ற ஒவ டது 
Ay, dy dZy dy 
Yin T க dx? dl Jai (2 இ] யூ vo 
என்ற சமன்பாட்டினை தீ தீர்க்கவும்‌. 
Sy a dy 
2 J டசி 2 3 ட்‌ 
x 34 4 + 0 + 2) J 9-2 
(தொகைக்காரணி ஐ” எனக்கொள்க) 
d2y 


dy 
772 _— + 2 க 2௨ம/- ஐ? 


விடைகள்‌ 

பயிற்சி 8:] 
214 24-௨1) தே 
23-4௪” லேலூ 
y2+2y=Acosw+rDsin 
y2= A+ Bw+Cxe"+ Ee? 
முதல்‌ தொகை 


2 ழ்‌ 72”? ade + 4௪/௪”? az +B 


1581—10 


எனக்‌ கண்டு 


(ம 98) 230429) y= 4023 நற 


146 வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
8-5. சில சிறப்புமுறையில்‌ அமையும்‌ வகைக்கெழுச்‌ சமன்‌ 
பாடுகளைத்‌ தீர்க்கும்‌ முறைகள்‌. 
8-5-1. அமைப்பு 1: 
ழு 
1" 700) 


இது ஒரு பொருத்தமான சமன்பாடு. 


இதிலிருந்து; 
diy 
J = J fede A, 


என்று கிடைக்கும்‌. தொடர்சீசியாகதீ தொகை காணின்‌ 
y= fff f(A) ABE PRD, 
ப கயைட வனைகவாகள்‌? 
௩ தடவை 
என்ற தீர்வை அடையலாம்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 1: 
Oy 
ஜெ 
2 
ட = 78008 0௨ 


= sinxஐt ௦௦52-0) 


ஐ ௦௦85 ஐஇன்‌ தீர்வு காண்க. 


dy _ 
de 


y= ஐ கம ல-3௦௦524-0)-22 4022-0 என்பது தீர்வாகும்‌. 


௮22 0௦52-12 கமந௰34௦-௦2 மேலும்‌ 








பயிற்சி 8-2 
பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு காண்க. 
dy om A, 
1. pp — x 2. a pr ஆ 0 
d2y AY 32 
3. உன பது xi cosx+k 4, ஏ - sin? x 
விடைகள்‌ 
பயிற்சி 8-2 
477 
1. க ல்‌ 1 மன்‌ | த்‌ mtn 
y 4-1 மேல + 852 ஆ LA, man 


2. Y =i + 0290 4 23 ௨3 log x 


பொருதீதமான வகைக்கெழுச்‌...அமைப்பிலுள்ள சமன்பாடுகள்‌ 


$ 2 
3. y= எ cos w+ கக்க 


a sin2x. ax 
4. y= 5 “36 +- +b + C 





8-5-2, ல 2 4 
oJ க = f(y) 
dy 
இரு பக்கங்களையும்‌ 2-7 ஆல்‌ பெருக்க 


dy d2y _ dy 
த த்‌ அடம்‌ 


(52) 1-4 3 


ன்று 2/f(y dy+a, 


A ம ௫ V2 J f(y) dy+a4 


2 


அதாவது 


எனவே 





dy 
C= 7 ஸர ரி a 
92/70) dy+a, 
என்பது தீர்வாகும்‌. 
த்‌ லோ ன்‌ 
dy 
oo சகடம்‌ க 5 0 என்பதின்‌ தீர்வைக்‌ காண்க. 
2dy diy _ —20? dy 
dx dz y 


ட 120 
ல 


dy இது க Ky 
ப்ட்‌ de. அர y 


ly 
அதாவது; ரன எப்ப = 840. 
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பயிற்சி 8-3 
பின்‌ வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு காண்க, 
த இதுக. d2y 1 
1. த்தின்‌ 2. = p= Yr 
d2y _ d2y 
a2 
5. 4 may — 0. 
விடைகள்‌ 
பயிற்சி 8-8 


1. y=.4A cos (௨-0) 
2. 32=2 (37-2௦) (Vj4a)Z Lb 
3. y= Ade" + Bez" 
4, y=.Acos2r+Bsin2x 
5. aw=log(y+¥Vy2+Cy)+C, அல்லது y= Ae + Be 
8-5-3. அமைப்பு 3 : 
dy diy dy ன 
(ஹ்‌ ஜாய ௫ ) ௪0 


அதாவது நேரடியாக சமன்பாட்டில்‌ தோன்றாத அமைப்பு. 


இங்கு ட - ஐ என ஈடு செய்தால்‌ 
ன தத. 
23 82 
ம மற 
ற 5 
தி த 
சொ di 


எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 


dp dp 
ர்‌ | கரக்‌ ட x | ௯ ( 
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என்ற அமைப்பில்‌ (௩-1) வரிசைச்‌ சமன்பாடாக ஐ, ற இரண்டையும்‌ 
தொடர்பு படுதீதி வரும்‌. இசீசமன்பாட்டிலிருந்து 


p= க, = 5() 
என்ற தீர்வு காணமுடியுமானால்‌ 

y= JF (W)dxAc 
என்ற தீர்வு கிட்டும்‌. 


குறிப்பு: கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில்‌ மிகக்‌ குறைந்த வகைக்‌ 
கெழு வரிசை * என இருப்பின்‌ 


[சத 
ஜ்‌ 4 
என ஈடு செய்யலாம்‌ ; அப்போது வரிசைப்படி 
[சந்தன்‌ _ dp 


dx" dz 


எனதீ தொடர்ச்சியாக வரும்‌. 


எடுத்துகாட்டு : 


எனக்‌ கொள்வோமானால்‌ 


க = aVl+p? 
என்றாகும்‌. 
dp 
1 பற? 
உந்த {p+Vl+p?’} = கல 
அதாவது; ஐ 47140? = Cie 








அப்போது 41+ p2—p = 





எனக்கிட்டும்‌. க 2p [அனை ரெ” 6 


வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 





என்று தீர்வு அமையும்‌. 


பயிற்சி 8:4 


பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு காண்க, 


43 da? 
1. 2 = 5x 4 =0 


2 233] diy மழு 
dz து தார 2 4 


03 2 y 2 
3. 2 மோனி (3) +1=0 


2. ஐ 46 


dy dy aL (OY 
Pr இர்‌ ) 


43 
(குறிப்பு: p= த எனக்‌ கொள்க. ) 





5, அஆ. 


6. வ அ வம 


விடைகள்‌ 
பயிற்சி 8-4 
1. மு. 
2. y=A4Aq5+ Baty Car Der 04 க 
9. y=Ax+(A2+1) log மே 403 
4. 15C2y=4 (Ce+a?524 3 நே 
5. y=xlogx+Cjiw+C,—m 


6. y=Ae™4B ௩ 
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8-5-4. அமைப்பு 4: நேரடியாகச்‌ சமன்பாட்டில்‌ ௩ தோன்‌ 


ரூமை. 
த 0 
J (கே ப re 1) ம்‌ 


dy 


இங்கு த என ஈடுசெய்ய 
diy றே 
லெக்‌ 4 dy 


இவற்றினைக்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில்‌ ஈடுசெய்தால்‌ 


dip 
F (க Ri) 129 Py 1) = (0 


என்ற அமைப்பில்‌ ற, ரு என இரண்டும்‌ தோன்றி (௩-1) வரிசையில்‌ 
உள்ள ஒரு சமன்பாடு வரும்‌. இச்சமன்பாட்டிலிருந்து றகின்‌ மதிப்பைக்‌ 
கண்டு பின்னர்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காணலாம்‌. 


எடுத்துக்காட்டு : 


d2y இது | 0 
பததி =x 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ fn காண்க. 
dy நே 
iP தச்‌ “ம நீழ 
இவற்றினைக்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில்‌ ஈடுசெய்ய 


அதாவது 4 5 C என்பது ஒரு தீர்வு, 
ஓ = 4௪ என்பது மற்றொரு தீர்வு; 
“eddy = Ade 
தொகை காண 


1-௮ 4244 
a 


152 வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
அல்லது 
a(Ax+ 253 = 0 
என்பது தீர்வாகும்‌. 
பயிற்சி 8-5 
பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு காண்க, 


d2y dy இல 
ன்‌ ர. கடல்‌ 
By இது dy 2 
2, 3 y= 0 
dz? ச. J 
dy ,dy dy 
விடைகள்‌ 
பயிற்சி 8:85 


1. y2 ஐஐ 


1 
2, 12] (v=) + | = Vaetb 
3. sin (22) = be, 
8-65. அமைப்பு 5: 


dy ம தழு ட 
i | dx? | வு 
n— dy 
ஏ ௪ 7-3 என ஈடு செய்தால்‌ 


௪ (2. 202 2) -0 


என்று கிட்டும்‌. இதிலிருந்து ஏ காண முடியுமானால்‌ ர காண இயலலாம்‌. 
எடுத்துக்காட்டு : 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 
dy 
da? 3 


பொருதீதமான வகைக்கெழுசீ...அமைப்பிலுள்ள சம்ன்பாடுகள்‌ 


என ஈடு செய்ய 


எனப்‌ பெறலாம்‌. இது இலெஜெண்டர்‌ சமன்பாட்டமைப்பு. 
d 


என்ற சர்வசமசீ செயலிப்படி 
[9 (9-1)-2]q = 0 


இதன்‌ தீர்வு 
ர - எட்ட 
24. 2.40 1௦2௧4௦ 
x 


4 


என்பது தீர்வாகும்‌. 


பயிற்சி 8-6 
பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு காண்க, 
04. மழ dy உ தனை 
த ப வத ச தது த பவட இதல்‌ 
மழு dy 
| னார்‌ என வளை 
ரதத 2 ௦ த த +1 
விடைகள்‌ 
பயிற்சி 8-6 
1. y= Asinart+BcosawtCe+rE 
2. y = Ae” + Bem +hat+lw+m 


B x2 ஐ 
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8-5-8. அமைப்பு 6: 


diy 
(2 1 ni உ) - 0 


இங்கு த்க்‌ ௨ ஏ ஏ ஈடுசெய்ய, 


ம்‌ 
F (ச q; ) அ 0 என்ற அமைப்பில்‌ சமன்பாடு வரும்‌. 
x 


இங்கு ஏ = ¥ (6) எனக்‌ காண முடியுமானால்‌, 
diy 
dx = 1 (x) என்‌ வரும்‌. 
தொடர்ந்து தொகை கண்டுகொண்டே போனால்‌ தீர்வு பெறப்படும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 1 : 

dy dy _ 

x TT ட 4 என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 

dy _ 
dz 


ழக ஆ 1 - என்ற சமன்பாடு வரும்‌. 


இதன்‌ தீர்வு; ஏல = [Zed 


= xt 
C 


ட வ 
x 


44 
A 


= f(s 


= 42+ Clogx+4A என்ற தீர்வு வரும்‌. 


- ஏ எனக்‌ கொண்டால்‌ 


க] 
| 


டூ 
ட 
6 
டு 
6 
| 


டய 
| 


எடுத்துக்காட்டு 2: 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 


பொருத்தமான வகைகீகெழுச்‌...அமைப்பிலுள்ள சமன்பாடுகள்‌ 


எனக்‌ கொண்டால்‌ 


dq ர்‌ 


என்ற சமன்பாடு கிட்டும்‌. அதாவது 


ட்‌ + 292 2742 
de ல 


இதன்‌ தீர்வு 


ள்‌ zt x 4A 
Tr 
இதையே 


உ டே பம்‌ 
YT பற அ 


எனவும்‌ எழுதலாம்‌. 


பயிற்சி 8-6 
[u(y Po 
2. ra =0 
3. ய 
ல்‌ 


கட்டுப்பாடு ௫=0 ஆனால்‌ க 
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விடைகள்‌ 
பயிற்சி 8:6 
2. த்‌ 
1, ட = A2e +e “4B 
a 
C 2 
2. y = ட 
ந 
p 
3. y= | log x+B 


4, ப ட்‌ 24/2? ௦24 621௦2 (௪44/2: ௦2] 4 A! 
5. = 8(x+C)5/24+ Ax+B 


9. இரண்டாம்‌ வரிசை வகைக்கெமுச்‌ 
சமன்பாடுகள்‌-சில சிறப்பு முறைகள்‌ 
(Differential Equations of the second order- 
Some special Methods) 


8-1. முன்னுரை : 

இதுவரை நாம்‌ இரண்டாம்‌ வரிசை வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகளைதீ 
தீர்க்கும்‌ சில முறைகளைக்‌ கண்டிருக்கிறோம்‌. அவை குறிப்பிட்ட திட்ட 
மான அமைப்புகளில்‌ வரும்போதுதான்‌ அம்முறைகள்‌ பொதுவாகப்‌ 
பயன்படும்‌. ஆனால்‌ சில சமன்பாடுகள்‌ நேரடியாக அவ்வித அமைப்பு 
களில்‌ இல்லாதுபோயினும்‌ சில மாறுதல்கள்‌ செய்து; அக்குறிப்பிட்ட 
அமைப்புகளில்‌ அவற்றினைக்‌ கொணர்ந்து பின்னர்‌ தீர்வு காணலாம்‌. 


9-2. தெரிந்த ஒரு தீர்வு கொண்டு முழுத்தீர்வு காணல்‌ : 
dy pay ஸ்‌ 

dx LP dz i Qy கணை ரே) ௪௦௪ (A) 

என்ற சமன்பாட்டை எடுதீதுக்கொள்வோம்‌. 


(P, Q மாறிலிகள்‌ ல்‌ எது வேண்டுமானாலும்‌ இருக்கலாம்‌.) 
a2 
ட வ xP 2 சழ ௦ ணப) 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தீர்வு ம]; என நம்மால்‌ பெறமுடியுமெனகீ 
கொள்வோம்‌. 


d2y d 
அதாவது; 2 ம்‌ 1 +P க +QYi= ose ௧௨௨002) 


என்ற தொடர்பு வ்‌ உள்ளது எனக்‌ கொள்வோம்‌. இப்போது 
(கின்‌ ஒரு தீர்வு 

Y= 21 
எனக்‌ கொண்டு மேலே பார்ப்போம்‌. இங்கு உ ஒரு லஇன்‌ சார்பு. 
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எனவே 


dz dz dz 
dy _. dy, dv dy, d2v 
ற ல ஏழு சம்‌ ௮௮ 


இம்மதிப்புகளை (&)இல்‌ ஈடு செய்ய 


pV 2 35 dy, dv 


சட்‌ 
பத சா இம dx dz 131 dzx2 த 


dv 
+Py, லத்‌ 5-7) ve oo (DD) 
எனக்‌ கிடைக்கும்‌. இதை 
dZy dy, dy _ dyjdv 
v(t PS a +n) H+? 9905 +P 7௫ 
என எழுதலாம்‌. ([)இன்படி ன்‌ தா 8] 
dv 2 dy, _ 7(£) 
Tas + (2 ப 2 ள்‌ 3 
என எழுதலாம்‌. 


d 
= ஓ என ஈடு செய்தால்‌ (£)& 


d 2d 
CP ன (242 22 ண்ண 7) sos oo (EF) 
என எழுதலாம்‌. எனவே இதன்‌ தீர்வினை, 

pe’ மம = J 1 e” dm A 


(மு) 


= /7ீஸு எ” 23.4 
என எழுதலாம்‌ 
என வே 
A மில 
3 பீசிம்‌. 8 Pz 
= yz 0 + V2 3 f(x) ளீ 14102 (00) 
அதாவது 


0 
7 ஈ (0) [((இன்‌ வலப்பக்கதீதை (0) எனவே குறிதீ 
துள்ளோம்‌.] 


ஆகவே v= 7/(0 62-20 vos ooo (ET) 
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எனவே (.4)இன்‌ தீர்வு 
ச சய | 
= $ீமீ7(0) 2-௮] 
என எழுதலாம்‌. இதில்‌ ர முன்னர்‌ நாம்‌ அறிந்த துணைதீதீர்வு: 
ு என்பது மேற்கூறிய முறையில்‌ நாம்‌ கண்ட (22). 
குறிப்பு : ஸ்‌ இந்த முறையைப்‌ பயன்படுதீதுவதற்கு முன்பு. 


d2y 
ட்‌ 4 Qy=0 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தீர்வைதீ தெரிந்துகொள்ள வேண்டும்‌. 
அதன்‌ பிறகுதான்‌ இம்முறையைக்‌ கையாளவேண்டும்‌. துணைத்‌ 
தீர்வு காண, நடைமுறையில்‌ பின்வரும்‌ விதிகள்‌ பயனுடையவையாக. 
இருக்கும்‌. (2)கில்‌ 


1. 240௮-0 எனில்‌ ரு ஒரு துணைதீதீர்வாகும்‌. 

2. 1+P+Q=0 எனில்‌ ரு ௪” ஒரு துணைத்தீர்வாகும்‌. 

3. 1-4 =0 எனில்‌ ர” ஒரு துணைதீதீர்வாகும்‌. 
4. ௮24 Pa+Q=0 எனில்‌ ர”? ஒரு துணைதீதீர்வாகும்‌. 


இவற்றினை நாம்‌ எளிதாகச்‌ சரிபார்தீதுக்‌ கொள்ளலாம்‌. 
7 
(1) 4-5 எனில்‌ ay = 1 dy = 0. எனவே 2230-0 


dz ? dx 
அழத தல்‌! _ 
(2) 4-௪ எனில்‌ தா தத கன்‌ பதிப்‌ 


ஆகவே ௪ (P+Q+1)=0 
அதாவது 1*P4Q=0. 
இவ்வாறே (3), (4) இரண்டையும்‌ சரிபார்தீதுக்‌ கொள்ளலாம்‌. 


எடுத்துக்காட்டு : 
Oy ந 
ட ட்‌ 3 293௮ 
2 dn 3x டட மி 22ம்‌ 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வைக்‌ காண்க, 


முதலில்‌ 


என்பதற்கு ஒரு தீர்வு காண்போம்‌. 
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P= 3 Q=3 
உம்‌ 4-0 
எனவே ரல என்பது ஒரு துணைதீதீர்வு, 


இப்போது 4-2 எனக்‌ கொள்ள 


ப தரக்‌ 

de. d 

yy d2 

ந த வு த எனவரும்‌. 


வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


எனவே இம்மதிப்புக்களைக்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில்‌ ஈடு செய்தால்‌ 
2 
ஐச்‌ 2 ல 2 )- (24௫33) 402-2௪1 


கானக்கிட்டும்‌. அதாவது 


du 


2 +L 2 33 றே 2x1. 


ந dzx 


இதைச்‌ சுருக்கி இரு பக்கங்களையும்‌ ௫ூஆல்‌ வகுக்க 


dv 1 dv 2 1 
௯2 xdx ஐ? a: 
த எனக்‌ கொண்டால்‌ 
ல அட்‌ 
0௨4 ஐச்‌ ஐ3 
இதன்‌ தீர்வு 
1 1 
அதாவது 
dv 1 i 
தத்‌ படா பந்தல்‌ 
்‌ _ Ax? 
ன்‌ = 2 loge. +-y +5 


எனவே முமுதீதீர்வு 
Axs 


Y= vx = து 8 — x log zx 


Ajx + Bx—z—=x log zx. 
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எடுத்துக்காட்டு 2 : 
(8-2) 334 (7-49) 534௪-00 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 
இங்கு, குறிப்பில்‌ குறிப்பிட்ட முதல்‌ மூன்றும்‌ பொருந்தாது 
என்பதைக்‌ காண்க. நான்காவது விதிப்படி சோதிப்போம்‌. 
(72-4௮) ட 426 


0 
௮ 2 x—2 


(சநத Pa+Q=a2+ 





எனக்கொண்டால்‌ 
a(x—2)+ra(7—4ix)+4ir—6=0 
_ (கே-7) 3 Va 7y2—4(x—2)4r—6) 
2(x— 2) 


i 
% 


ட (42-47), 
(2) 
2 அல்லது ஐ தோன்றும்‌ மற்றொரு தீர்வு. 


எனவே ரு - ௪5” என்பது ஒரு துணைத்தீர்வாகும்‌ (சரிபார்தீதுக்‌ 
கொள்ளலாம்‌). 


பு = ஸூ?” எனக்கொண்டு சமன்பாட்டைப்‌ பார்ப்போம்‌, 


dy 25 dv Zz 

1 = 22272 a 

d2v d2v dv 

ட ௮ த்‌ பர்‌ 

ற்‌ தவத்‌ 3 ர +4v | 


இவற்றினைக்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில்‌ ஈடு செய்தால்‌ 


| ௫ டல 30 


என்று வரும்‌ ௨:30 எனவே 
83 1 dv 


dx? ஐஃ2 dx = 
ு ஓ எனக்ீகொண்டால்‌ 
dp _ _P. 
dr © x—2 
இதன்‌ தீர்வு 
p= C(x—2) 
dv 
ட] dx கவடி C (x — 2) 


1581—11 


162 வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


C ர்‌ 0 

A(x—2)2+B 

எனக்‌ கொள்ளலாம்‌. எனவே முழுத்ீதீர்வு 
y = ௪3 140-232. 


* 


பயிற்சி 9-1 
பின்வரும்‌ பழுதுகள்‌ தீர்வு காண்க. 


1. 21 டே தக ண்‌ / கலை [2 அர 


d 
2, க(ஐஃ1) ச 2) ட (244242) 


= 044230) 


3. உல 1) oY (ely = 4” 


4. 22 J த - (02422) 5 (642) = = சீ 


5. 2 கல்லு = xe 


dx 
aly _ 52 SY ல 

6. 322 224 ஐ 
விடைகள்‌ 
பயிற்சி 9-1 

dz 

1. y =e log சகச [c+ De’ 

2. y = Axle" மில்ல 

3. y = e(x+Alogx+B) 

4. y = Axt+(B-1)xe"+ xe 





a 
ல 
|; 
rT 1 
ஜ்‌ 
“fe 
2) 8 
ke 
wy 
பெ 
& 
......! 


6. ப 


| 
ஜ்‌ 
3 
k 
ty 
a 
~ 
8 | ட 
31% 
வ 
6 
+ 
நஸ்‌ 
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9-2-1. மற்றொரு முறைப்படி தீர்வு காணல்‌: 
(அதே அமைப்பு ; வலக்கைப்புறம்‌ பூச்சியம்‌.) 


342 ட 0 vo oo (KL) 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தீர்வு ம = ம) எனக்கொள்வோம்‌. அப்போது 
HP 5 ட்ட, மெ 0 ல.) 
என்பது உண்மையாகும்‌. (25), (2) இரண்டிலிருந்தும்‌ 02 நீக்க 
2 
CYP எ ஆழ டண 0 0ம்‌) 
dat 31 


என எழு வா அதாவது 


011 ல்‌ 23 
dz [க லூ | ன (wa dz =) 
என்று வரும்‌. இதன்‌ தொகை கண்டால்‌ 
dy 
log [95 21] = ௭ [Pdadx+C 


அல்லது 
dy மழ). Pam 
பாதத்‌ த்‌ 
என்றாகும்‌. இங்கு ரு என்பது (K)இன்‌ மிகப்‌ பொதுவான தீர்வா 
யிருந்தால்‌ .& பூசீசியமாகாது. இப்போது ()2 


dy ஸ்ம J 334 = A e™J{Pa= ககக (RR) 


Sos (N) 


என்று இன்‌ பொதுதீ தீர்வு பெறப்படும்‌. 
1௦2 Yi 1௦231 A 
~~. ye = த்‌ ம, e™/Pd® ற 
1 


202 


த்‌ ன்‌ 6 
ட்‌ ஆலை By+ay [2 





௫ எனவரும்‌. 
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— [Pdr 
Yi JF ப 82] 
YL 


எனக்‌ கொண்டால்‌ - 
y = அழ 1 மழு 
என்ற அமைப்பில்‌ மிகப்பொதுவான தீர்வு பெறப்படும்‌ ; அப்போது நு 


என்பதும்‌ (2/4) என்ற சமன்பாட்டின்‌ மற்றொரு தீர்வாகும்‌ என்பது 
விளக்கமாகும்‌. 


இப்போது 





எனவே 
2247 Ay, ட 
ட LP 4QY = 0 
| ன்‌ 1/2 கணக்கை 
மாசிப்‌ + Qyz = 0 


என்ற இரு சமன்பாடுகளிலிருந்தும்‌ டு 2 நீக்கி இதுவரை செய்த ஆய்வு 
களின்படி பார்தீதால்‌ 


Ay, d _ 7282 
91 7 “422 ல்‌ = Ce J Pd £88 206 (5) 


என்ற கன்‌ ண்‌ இங்கு C என்பது ஏதாமொரு மாறிலி 
யல்லாமல்‌ 4, 32 என்ற இரு சார்புகளைச்‌ சார்ந்த ஒரு குறிப்பிட்ட 
மாறிலியாய்‌ ப எனவே ”” 
dy 
ஐச 


என்ற சமன்பாட்டிற்கு ஏரி ஏஏ, என்ற இரு தீர்வுகள்‌ காணமுடியு 
மாயின்‌ அவ்விரு தீர்வுகளிடையே (4) என்ற ஒரு தொடர்பிருக்கும்‌ ; 
அங்கு C என்பது ஏதாமொரு மாறிலியல்ல. ஆனால்‌ ரடி ஏ 0௪ீ சார்ந்த 
ஒரு மாறிலியாகும்‌, 


yp கழ = 0 


ர்வ தனு, 1: y=e° என்பது ஒரு தீரீவானால்‌, 
x i கன (+1) +(x+1)y=0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ தணு 
9-21.இல்‌ காட்டிய முறைப்படி காண்க. 


(5)இல்‌ கூறியபடி, ர;  எனகீ கொள்வோம்‌. அப்போது; 


ட்‌ ட்‌ தண்ர்‌ 
ஸ்‌ 
e ப —y; . ட்‌ அ Ce [4 +] 


எனவரும்‌ ; ே என்பது ரி 32 இரண்டையும்‌ சார்ந்தது. 
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அதாவது 
(4) 0 [13] [4 2] 
6 — 1726 5 Ce உல 
dy? க 
அதாவது ௮ 9 Ce” எனவரும்‌. 
இதன்‌ தீர்வு 
ye = fCae.e” dm 
Cx? த 
= 9 எனவீரூம்‌. 


மு 3 அழச்‌” என எழுதலாம்‌, 


”. சமன்பாட்டின்‌ முழுது தீர்வு 
மு ='Ay;+By: 


= Ae Bzx’e” (இரு மாறிலிகள்‌ உள்ளன). 
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குறிப்பு: சூ; ருஃல2ச” என்பவை இரண்டும்‌ சமன்பாட்டின்‌ 


தீரீவுகளாகும்‌. 


ஓ ௪ ஓ ஓ d2y 1 dy ழ்‌ ச ட்‌ 
எடுத்துக்காட்டு 2 : ர 4 (x-1) ட 4ஐ$:0 என்ற சமன்‌ 


பாட்டின்‌ தீர்வை 9-2₹1-இல்‌ காட்டிய முறைப்படி பெறுக, 


இங்கும்‌ ௪” என்பது ஒரு தீர்வாகும்‌. இதை ர என வைதீதுகீ 








கொண்டால்‌ 
28 x = ன 
(x+1)2 
= C௪ 2 எனவரும்‌. 
xz 
ட. மழு _ txt 
2 பர அநு ௩ Ce 
x21 
= Ce 2 


இங்கு தீரீவு 
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(௨-1) 
௦ / e 2 dz 
(x—1)2 
Y= c= | 2 dz 


ு பொதுதிீ தீர்வு 


(x—1)? 
y = ane | 2 ௨ என வரும்‌. 


(1)? 
குறிப்பு: ரச என்பதும்‌ =e. 2 எ என்பதும்‌ 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ இரு தீர்வுகளாகும்‌. 














பயிற்சி 9-2 
9-2-1-இல்‌ விளக்கப்பட்ட முறையில்‌ பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ 
தீர்வு காண்க. 
1 22... dy ர்‌ பு 
னி (9-௮ என்பது ஒரு தீர்வு] 


2. 2253-742௫) 34(௪42) 10 [y= தீர்வு] 


1. y=As+bs [a 


2. y=Ax+Bxe 


3 = +B(e+ -} 
[47] ட 4] 


411 க 
( இதை 2 “5. எனவும்‌ எழுதலாம்‌. ) 
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9-2-2. இப்போது; 
dy, pV 5) 
dz ன 3 01 டர கிர soe (A) 9-1, 
என்ற சமன்பாட்டை வ்‌ கொள்வோம்‌. இதன்‌ தீர்வு காண, 
d2y 
dx‘ 
விளக்கப்பட்ட முறையை இப படுத்துவோம்‌. 


AP = 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு 9-21-இல்‌ 


இதன்‌ தீர்வு ழகர, எனக்‌ கொள்வோம்‌. இங்கு 3; A 
இரண்டும்‌ மாறிலிகள்‌) ர, 2 இரு தீர்வுகள்‌. 


(4A) என்ற அமைப்பிலுள்ள சமன்பாட்டின்‌ தீர்வை 234 42 
என்ற அமைப்பிலேயே கொண்டு, ஆனால்‌ 4, 3 இரண்டும்‌ (4) என்ற 
சமன்பாட்டுக்குரியனவாய்‌ உள்ள ஜகன்‌ சார்புகளாய்‌ அமைவதாககீ 
கொள்வோம்‌ ; 2-3:3-இல்‌ குறிப்பிடப்பட்ட சாராமாறி (Variation of 
Parameters), முறையைக்‌ கையாண்டு 4, ௮ என்ற சார்புகளைகீ 
காண்போம்‌. 


இப்பொழுது 4, 2 என்ற இரு தேராச்சார்புகளையும்‌ தமக்கிடையே 
ஏதாமொரு தொடர்புடையனவாய்தீ தேர்நீதெடுதீதுக்‌ கொள்ளலாம்‌. 
எனவே, 
ழு 5 Aர;* ர, க்‌ கொண்டு 


dy dy, aB dy, 
dr — ௮ 03 dx A Yi dz ன A dz A pg 11 (1) 
என்பதைப்‌ பெறலாம்‌. ஈண்டு 
dB dA 
V1 dr + Y> dz லை 0 ose (107) 


என்ற வகையில்‌ .4, 8 இரண்டும்‌ தொடர்புடையனவாய்கீ கொள்வோம்‌. 


அப்படி 4, 8 என்று இரு சார்புகளையும்‌ தேர்ந்தெடுப்போமாகில்‌ 


dy _ dy\ 012 
dz dz +- A dz [11] (1) 


என்று பெறப்படும்‌. மேலும்‌ 
d 12 22 dy; , 4A dy 


Ay _ மழு 2 
dx ர dx + 2 dz dr + dz dz sos 00 (2) 


என்றும்‌ கிடைக்கும்‌. 
dy 
இப்படி (1), (2) எனப்‌ பெறப்பட்ட, க? ஆக ஏ இன்‌ மதிப்புகளை 


168 வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


ay 

dz 
என்ற சமன்பாட்டில்‌ ஈடுசெய்தால்‌ 

PrP ன ஆல்‌ ழம்‌ 


என்றுமட்டுமே நிற்கும்‌. [ஏனெனில்‌ நட ஏர; இரண்டும்‌ 


+P 4௫ R 








ம்‌ 
2 A நண சா ப்‌ 5 40 என்ற சமன்பாட்டிற்குப்‌ பொருந்தும்‌] எனவே 
(U)8 நாம்‌ அர்த்‌ 
dA dB 
கடச 
ed. 
dy, dA, மம dy 
_ dr ‘dx dx dz 
இ dy; 
Yi வ ஸர: இ நாவு dz 
_R ந்து 9-2-1இல்‌ 
0 [(5). இன்படி] 
எனவே 
dA Rங 222 
de AC 
Pdz 
்‌ A= Bg [Rye dz 
அவ்வாறே 


fPdz 


1 
B=F-G / 805 dz 


எனவே கிடைத்த .4, B&ன்‌ மதிப்புகளைக்‌ கொண்டு 
Y= 4+ By,ூப்‌ பெறலாம்‌. 
[£, F என்பவை மாறிலிகள்‌ ] 
எடுத்துக்காட்டு : 
d? d 
(ட) உப (எடு 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க, 
டல 
(௪-2 2079-0 
என்ற சமன்பாட்டிற்கு 4;--ல, 322 என்பவை இரு தீர்வுகளாகும்‌. 
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எனவே 
y= 44 Bx 
என முழுதீ தீர்வினைக்‌ கொள்ளலாம்‌. மேலும்‌ 9-2-2, இன்படி 
ல்‌ + 2-0 [9-2:2. 07] 
என்ற கட்டுப்பாடு ஏற்றுக்கொள்ளப்படுகிறது. 
ஆகவே 
dA dB 
ட. e+ ar — (x —1) [9-2-2. 17] 
அதாவது 
dA dB சூ£ம.4 2 
de று... 862௨ ' 82 
x _ ௫” xe—e 
ட. x1 
~ e°(x—1) 
=e 
எனவே 
சகட ராடி டட 
தட்டல்‌ ௧: இது 


A= மீ த xe “da 

= ஐ? 

B= F+ {Dd 

= Fx 
y= e[E-xe™—e*]+rx(F—a) 
Ee——l+xf a2 

= Feral —(x2+x+1) 

என்பது முமுதீ தீர்வு, 


i 


9-3. சாரா மாறிமுறை: (Variation of parameters) 
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இம்முறைப்படி ஒரு சமன்பாட்டில்‌ ஒரு உறுப்பை விட்டு விட்டு 
எஞ்சியுள்ள சமன்பாட்டிற்குதீ தீர்வுகண்டு, அதைதீ தணைதீதீர்வாகக்‌ 
கொண்டு, அதீதுணைதீதீர்வில்‌ தோன்றும்‌ மாறிலிகளை, சார்புகளாககீ 
கொண்டு, வேண்டிய ஈடுமுறைகள்‌ செய்து முதல்‌ கொடுத்த சமன்‌ 
பாட்டிற்குத்‌ தீர்வு காணலாம்‌. அம்முறை பின்னர்‌ விளக்கப்பட்டிருக்‌ 


கின்றது. 


170 வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


d2 QUN? 
ட்‌ (25) ரீ 12040 அன்டு 


என்ற பழக 2*' ()லீ விடுத்து 
dy 
கன * (3). 7()-0 
என்ற சமன்பாட்டுக்குதீ தீர்வு காண்போம்‌. அப்போது 


d2y 


ல dy 


75] வவட) 


ள்‌ 
எனக்கிட்டும்‌. அதாவது 


1௦ 8(2)- - [dy 


dy 70)23 
a | (2 
488 இங்கு ஒரு மாறிலியாகக்‌ கொள்ளாமல்‌ ஒரு சார்பாகக்‌ 
கொண்டு 2 ஒட்டிய வகைக்கெழு கண்டால்‌ 


dy முக்‌ * (53% 270023 (2 1) - dA 


அல்லது 
d2y dy 270024 dA 
| + (35) ரம | e = 7 sos ooo (DD) 
இப்போது இதை (4)யுடன்‌ ஒப்பிட்டுப்பார்‌ தீதால்‌ 
Jf: dA 
(ye ன ந 1) (12) 


என்ற தொடர்பு பெறப்படும்‌. 
(யும்‌ (1)8யும்‌ ஒப்பிட்டுப்பார்தீதால்‌ 
2,/7(0)21 
A எ ௮ 21(3) 6 ட்டு oy 
என்று கிட்டும்‌. எனவே தொகை காணின்‌ 
A2 = E-2/F(y) egy 
என்று கிடைக்கும்‌. 
எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ முதல்‌ தொகை [(C)இலிருந்து] 


9. புழுகி _ பரமு. 5 
க த்‌ = {E—2/r(y)e dy} 


இரண்டாம்‌ வரிசை வகைக்கெழுசீ..சில சிறப்பு முறைகள்‌ 
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என்றடைவோம்‌. இதற்கு மறுபடியும்‌ தொகை கண்டால்‌ ர என்ற 


தீர்வு கிடைக்கும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு: மேற்கூறிய முறைப்படி 


d2y 1 /dy 1 
- = 0 
init y (32) ய 


2 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க, 
1 
முதலில்‌ கடைசி உறுப்பு வ விடுத்து 


d2y க 1 /dy 
dx‘ y = 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வினைக்‌ காண்போம்‌. 
d2y 
dat 1 dy 
பழ மு 22 
dx 
என இருக்கும்‌. இரு புறமும்‌ தொகை காணின்‌ 
ப 
de மு 
எனக்கிட்டும்‌. 
அதாவது 
2 
ட ந்‌ 


ஈண்டு லே ஒரு சார்பாகக்‌ கொண்டு ஐ ஒட்டிய வகைக்கெழு காணின்‌ 


ரம த 2 
டதாக * (௦ எ 


120 
ர்‌ (2 பழக்க 


அதாவது 


எனவரும்‌. 


இதைக்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டுடன்‌ ஒப்பிட்டுப்‌ பார்த்தால்‌ 


11 dc 
yy dz 
dC _ 4 
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எனவே C= கற 

ர ப்பன்‌ 

க. de ண்‌ 
அதரவது 4/3 (ஐ. 1) 3 23 
அல்லது 24 (x— A= 4 


என்ற அமைப்பில்‌ முழுதீதீர்வினைப்‌ பெறலாம்‌. 


எடுத்துக்காட்டு ர்‌ : 


(x2— ட 5 rag 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீரீவு காண்க. 


aly = 0 


கடைசியுறுப்பை நீக்க 
dy x dy 
ப? * ஜூட்‌ 2. 


எனக்‌ கிட்டும்‌. =p எனக்‌ கொண்டால்‌ 


dp x 

dz * 22 த்‌ 
அதாவது 

ஐயே 1 4 


என்று கிட்டும்‌. இங்கு 88 ஒரு சார்பாகக்‌ கொண்டால்‌ 
க்‌ 
nn x21 = B(x) 

இரு பக்கங்களுக்கும்‌ ௫ ஓட்டிய வகைக்கெழு காணின்‌ 


டன வம்‌. இறு 2. 82 
V2 லல Yr ட ரா 


எனவே 
dy _.. 83 
(2 ட dz ப்‌ + dz A = x2 — 1 ax 
இச்சமன்பாட்டை முதல்‌ சமன்பாட்டோடு ஒப்பிட்டுப்‌ பார்தீதால்‌ 
கழ 5 - சகர 


எனக்‌ கிட்டும்‌. இதோடு 


B(x) = Vari 
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ஏற்ற சமன்பாட்டை இணைத்து, ஒன்றை ஒன்றால்‌ வகுதீதுசீ சரிவர 
எழுதினால்‌ 


எனக்கிட்டும்‌. இதன்‌ தொகை காணும்பொழுது 
aty?+[B(a)]2 = Ke 

என்றாகும்‌. அதரவது 
B(x) = VK aty? 


ன்‌ Sy Vali = vR2—aly? 


இதன்‌ ம்‌ காணின்‌ 


log (ல Vaal) = ே 4 sin (23) sos ooo (1) 
அதாவது 
ந sin” (ஆ) 
AV] = 
ர அதத்‌ ai (32) 
மேலும்‌ ஐ- ஏல ௫-20 ழு ப 


த வட்‌ டாக) 


என்ற முழுதீதீர்வு கிட்டும்‌. (இதில்‌ 4; 4 என்பவை ற்கு 
மாறிலிகள்‌), 


Ol = 


குறிப்பு 
() இலிருந்து 


sin”? இத்‌ = [log C” +log (z+ ஐ?--1)]2 
என்பது கிடைக்கும்‌. அதாவது 


ல sin [a log (C’ +C’Vz-1)] 


= sin [க log (C’z+C’Vz2~1)] 


il 


y 
என்றும்‌ தீர்வை எழுதலாம்‌. 


174 வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


எடுத்துக்காட்டு ஸ்‌ ச 


22 dy \2 
4 oo 2 (ஐ. 22) ற(ஐ)-0 அல 


என்பதைச்‌ சாராமாநி (Variation of parameters) முறையில்‌ 
தீர்க்க. 


முதலில்‌ (ட) $02) 


என்பதை விடுத்து 
சழ 
dx? யு 


என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வினைக்‌ காண்போம்‌. 
அதாவது [2 324 7722-4 


அதாவது 


23 (2) 0 





oY “எ? ம) உ நீரி 
-~ Be 


என்று கிடைக்கும்‌. 2 ஒரு சார்பாகக்‌ கொண்டு இருபுறமும்‌ 2 ஓட்டிய 
. வகைகீகெழு காண | 


2. மம -ஈ?₹: மீனா. ம்‌. 
லோ மட ர்க | 0 | 


மம ம்‌ உடம்‌ பு Be னு 
அதாவது 
னன்‌ 2 + {Be 270 _ ல er Ji 0 
மேலும்‌ ல = து 
த்‌ f(z ) 4 தடப்‌ உ/70)0 (௮) 


(1), (2) இரண்டையும்‌ வ்‌ பார்தீதால்‌ 
2 


என்று கிட்டும்‌. க - 2௪/10 ஆனதால்‌, 
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3 தற வ உ்ர்றள்‌ 


..௰ி2௪ 21/09 d(x) + வ e100 
2 
. dB 42 
தழ (இ) 5 2 1 _ 0 


P(e) dB 
jr + pr 
அதாவது, * = [oe 72௩௦ 
எனவே இன்‌ மதிப்பறிந்து 
dy = Be 17021” 
da 


என்ற சமன்பாட்டில்‌ ஈடு செய்து பார்க்கும்‌ பொழுது 

fay = J @tE 
என்றாகும்‌. எனவே 

y= 44 
என்ற தீர்வு கிடைக்கும்‌. Y(௰)இில்‌ ே என்ற மாறிலி 

குறிப்பு: இச்சமன்பாட்டை முன்பு 8-5-6. இல்‌ கண்ட 
dy Ay 
(௬9௫ ஸ்‌) “0 

என்ற அமைப்பில்‌ கொண்டும்‌ தீர்வு காணலாம்‌. 


dy ஜே 
dz’ i ஜெ 


dp 
F து = 0 
(த dz 2) 
என்ற அமைப்பில்‌ மாற்றியமைதீதால்‌ 
d 
+ pf(2)+p29(a)=0 


என்று கிட்டும்‌. இதிலிருந்து 
p= 0) 


என்று கொண்டு 


175 


டம்‌ 


எனப்பெற்று [கீ காணலாம்‌. 4(ம)இல்‌ ஒரு மாறிலி கிடைக்கும்‌. 


அடுதீத தொகை கண்டு ரஇன்‌ மதிப்பைக்‌ காண இயலும்‌. 
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பயிற்சி (1) 
2 
ரத (ம) -0 


என்ற சமன்பாட்டில்‌ சார்பில்‌ மாறியையும்‌, சார்புடைய மாறியையும்‌ 
ஒன்றையொன்று மாற்றி சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 


பயிற்சி (11) 
z dy 
அரி ஜட (தே) ௪0 


அன்ற சமன்பாட்டிற்குப்‌ பின்வரும்‌ முறைகளில்‌ தீர்வு காண்க. 


1. கடைசியுறுப்பை விலக்கிதீ தீர்வு பணப்‌ பின்னர்‌ மாறிலியைச்‌ 
'சார்பெனக்‌ கொண்டு தீர்வு காண்க, 


2. நடு உறுப்பை விலக்கி அதேமுறையில்‌ தீர்வு காண்க; 


3. ஒவ்வோர்‌ உறுப்பையும்‌, எ) ஆல்‌ வருத்து உறுப்பு உறுப்பாகதீ 
தொகை கண்டு தீர்வு காண்க. 
அங்கு கூறியபடி 
சழ 
ப்ப 
ரர 170) 4821-0 


ட 
என்று கிட்டும்‌. இதன்‌ தொகை 


log (21) + சீரி சி்முறு-௦ 


என வரும்‌. எனவே மேற்கூறப்பட்ட பயிற்சிகளின்படி, 


[சத்‌ d dy 
ர்‌ P ர Q 6 = 
என்ற சமன்பாட்டமைப்பில்‌ 
(1) P, Q இரண்டும்‌ 2இன்‌ சார்பாக 
(11) ௪, Q இரண்டும்‌ று இன்‌ சார்பாக 
(44) 2-ஐஇன்‌ சார்பாகவும்‌, 9-இன்‌ சார்பாகவும்‌ இருப்பின்‌ 


-அசீசமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காணலாம்‌. 


9-3. செயலிக்‌ காரணிகள்‌ (1௨௦6௦௩1510 ஐ the operator) கண்டு 
தீர்வு காணல்‌ 


அன்ற சமன்பாட்டை 
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fD)y=x 
என வைப்போம்‌. 
ரீ) என்ற கோவையை 477(19) . FD) என்ற இரண்டு காரணி 
களாகப்‌ பிரிதீது, முதலில்‌ 177(0)8௪ீ செயல்படுதீதிப்‌ பின்னர்‌ FD)’ 
செயல்படதீதுவோமானால்‌ 7(2)லசீ செயல்படுதீதுவதற்குச்‌ சமம்‌. 
எனவே 7(0ு)3- (2) [FLD))] என நாம்‌ ஏற்கலாம்‌. [இங்கு செயல்‌ 
படும்‌ வரிசை மாறகீ கூடாது] 
இங்கு f(D)yy = (242,041 Py 
= [(qD+r) ED+t)]y 
என்று எழுதலாம்‌ எனக்‌ கொள்க. அப்போது 
(sD+t)y=z 
எனக்‌ கொண்டால்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 
(ரம) z= 
என்றாகும்‌. இதன்‌ தீரீவு 
z= (2) 
எனப்‌ பெறப்படலாம்‌. அப்போது 
(sD+t)y = 606) 
என்ற சமன்பாடு பெறப்படும்‌. அதாவது 


0 
sty = மீ) 


இச்சமன்பாட்டைதீ தீர்வு காணக்கூடிய வகையில்‌ மாற்றியமைதீது 
95 242) 
என்ற வகையில்‌ தொகை காண இயலுமானால்‌ முதற்‌ கூறிய சமன்‌ 
பாட்டின்‌ தீர்வு பெறப்பட்டதென ஏற்கலாம்‌. 
குறிப்பு 1: மேற்கூறிய தெரிப்பில்‌ 211(09).77(1)) என்பது 
75,(2).7” 009 க்கு சமம்‌ அல்ல என்பதைப்‌ பின்வரும்‌ எடுதீதுக்காட்டு 
மூலம்‌ எடுத்துக்‌ கூறலாம்‌. 
(zD—1) (D+3)y = (D+3) (xD—1)y 


வலப்‌ புறம்‌ = (0-4-3) (2 ட 


|| 

5 
பெ 
& 

kn 

+ 
பெ 
& 
டே 
6 


[| 


1581—12 
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. d 
அடப்‌ புறம்‌ = (621) [2 +3y | 


d2y dy dy 
உ பத சது 52 94 


குறிப்பு 2: இந்த மாற்றதீதிற்குக்‌ காரணம்‌ செயலியுடன்‌ மாறு 
ராசிகளும்‌ சேர்ந்து வருவதுதான்‌ என்பதை அறிவது நலம்‌. 


குறிப்பு 8: இம்‌ முறையைப்‌ பயன்படுத்த கொடுக்கப்பட்ட 


என்ற கோவை (7-4) (௧249) என எப்பொழுதும்‌ பிரித்தல்‌ 
இயலுமா என்ற கேள்விக்கு ஈண்டு விடை காண்போம்‌. 


d 
(2224220422) = (qD+r) (s= ty | 


dZy ds dy 
ட்ட இத்‌ ற ற 
dy dt 
பட பத சர்பத்‌. ச 
dy 
ஆ 75 32 7134 
என்பது பொருந்த வேண்டும்‌. அதாவது 
il. g8= BP 
2. rs+q[( t+ சே ஆ 
ஐ 3 
dt 


என்ற மூன்று சமன்பாடுகளிலிருந்து ஏ; 1; 5,4 என்ற நான்கு தேராக்‌ 
கணியங்கள்‌ காணப்படவேண்டும்‌. ஆனால்‌ 284 காரணிகளாகீகிதீ 
தகுந்த முறையில்‌ முன்னுக்குப்பின்‌ முரணின்றி ஏ, உ என்பவற்றைக்‌ 
கண்ட பின்பு *, 144 காணலாம்‌. 


ஆனால்‌ இம்முறை எங்கும்‌ பயன்படும்‌ என்று கூறுதற்கில்லை. 
பின்வரும்‌ எடுதீதுக்காட்டினால்‌ இம்முறை மேலும்‌ விளக்கமுறும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு : 
ax CY (Ja + bx) 2395 0 
dx dx J 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க. 
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[ax D2+(3a+bx)D+30]y 
= (xD+3)(aD+0)y sos ooo (1) 
என்பது பொருந்துவது காணலாம்‌. 
[மேலும்‌ (௧-5) (₹D+3)y=[axD2+(4a+ba)D 36] (4) 
என்பதால்‌ (1) மட்டுந்தான்‌ பொருதீதமான அமைப்பு] 


முதலில்‌ 
(aD+b)y =z 
எனக்‌ கொள்வோம்‌. அப்போது 
(xD+3)z 0 
என்றாகும்‌. அதாவது 
dz 
x 7.1% = 0 
எனவே 
_ 4 
“ஐ 
A 
“ட (கம ள்‌ 
அதாவது 
dy ட்‌ 
a TTY = ன்‌ 
எனவே தீர்வு 
9 அண! 
ye a ந எம்‌ ர்‌ B எனப்‌ பெறப்படும்‌. 


பயிற்சி 9-3 
காரணிகள்‌ பிரித்துப்‌ பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு காண்க. 
1. (2-3) ஸல்‌ ட y=0 


2. மே) (2-2) 52 4 (2-3) 23 420௪0 
3. த்‌ + (1-௫) ரக ச்‌ 

a A 
4. லே? + (0462-62) 43-௨0 
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விடைகள்‌ 
ப்யிற்சி 9-8 
1. y+)? = க்‌ + B 
2. y=4A rE | ௬24 1og( 2-7 .)1- t log (c=2) 


ச y=Ae+ Bet 79224௪ log 2 


2 2 (me 
4, y = Ae’ 4 522 க களட்டி 


9-4. சார்புடை மாறியை மாற்றி, புதியதொரு சமன்பாடு 
கண்டு தீர்வு காணல்‌. 


சில சமன்பாடுகளில்‌, சார்புடை மாறியை வசதிக்குதீ தேவையான 
படி மாற்றிப்‌ பின்னர்‌ அந்த மாறுதல்‌ காரணமாகப்‌ பெறப்படும்‌ 
சமன்பாடு, தீர்வு காண முடியுமாயிருக்கலாம்‌. இந்த முறையைப்‌ 
பார்ப்‌ பாம்‌. 





முறை : 


என்ந சமன்பாட்டை எடுதீதுகீ கொள்வோம்‌. 


- 12 
என ஈடு செய்தால்‌ 
dy _ du dv 
a 


எனக்‌ கிடைக்கும்‌. 
இதைக்‌ கொடுக்கப்பட்ட ஆத்தா ஈடு செய்ய 


d2v 2 du, ம்க்‌ dy, 3) f(x) 
a+ (Pr 7 [rp + Qi ப 10 
எனக்‌ கிடைக்கும்‌. பஞ்‌ ம க ரல்ட மாறியாகும்‌. இதை 
22 dv 
2 ௯ KP - மெ LE 


என்று எழுதினால்‌ 
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Yi 
என்று கொள்ளவேண்டும்‌. ர;8தீ தகுந்தபடி நாம்‌ எடுப்போமெனில்‌ 
ட, 21 இரண்டையும்‌ தேர்ந்தெடுக்கலாம்‌. இப்போது நாம்‌ 


d2y dy 
ர +P ர QUE 
என்று ஏற்போமானால்‌ ௫ உரை 


இது நாம்‌ 9-2.இல்‌ பயன்படுத்திய முறையாகும்‌ என்பது 
காணலாம்‌. அல்லாது 28 நாம்‌ ஏதாமொரு மதிப்புடன்‌ எடுதீதுக்‌ 
கொள்வோமானால்‌ 


த > [(P,— P)dz 

a௯ Vi = Re 7A A ) 

எனப்‌ பெறலாம்‌. குறிப்பாக ௪, பூசீசியதீதிற்குச்‌ சமம்‌ என ஏற்றபின்‌ 
—3/ dz 


என்றாகும்‌. 
இப்படிப்‌ பெறப்படும்‌ ர, இன்‌ மதிப்பை 


1[ 2534 ன்‌ ப 
க +P க QU [க 


ஈடு செய்ய 
el Pda உ. த {Pde | - -1 21 p: || 


என்று கிட்டும்‌. அதாவது 


எனக்கிட்டும்‌. எனவே 2,8ப்‌ பூசீசியமாகக்‌ கொண்டால்‌ கொடுக்கப்‌ 
பட்ட புறவு 


70) 
ட 2 ட்‌ 
ன்‌ *[9- 2 | 2-3 7282 
என்ற அமைப்பில்‌ கிடைக்கும்‌. அதாவது 


ப i+ மெ =, CA) 
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32 
இங்கு ரெ இத்‌ ழ்‌. பத்‌ 


உ,“ ரீ ௪2 45 


என்ற மாற்றங்களிருக்கும்‌. (.4) என்ற சமன்பாடு தீர்வு காணகீ 
கூடியதாய்‌ அமையலாம்‌. எனவே (4) என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு 


கண்டு 
y = உது 122 
என முதலில்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்‌ தீர்வைக்‌ காணலாம்‌. 
குறிப்பு 1: இம்முறையில்‌ ரம்‌ Us அடுதீதுள்ள ay 
முறை த ix மு அ ததன்‌ 
தோன்றும்‌ உறுப்பினை நீக்கி 
22 
200: A, 
என்ற வலு ற்குக்‌ கொண்டுவந்தோம்‌. இம்முறை ஒரு ௩ வரிசைச்‌ 
சமன்பாட்டுக்கும்‌ பொருந்தும்‌. அதாவது 
dy da” ~1y 


dz 2... tt Py = =X 


n=l 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ இரண்டாம்‌ உறுப்பான 2, | என்பதை 
நீக்கவும்‌ ரக று என்று ஈடு செய்யும்‌ முறை பயன்படும்‌. இங்கு 
1 
என ஈடுசெய்ய வேண்டிவரும்‌. இம்முடிவை ஈடுசெய்து காணலாம்‌. 


குறிப்பு 2: இரண்டாம்‌ வரிசைசீ சமன்பாட்டைப்‌ பொருத்த 
மட்டில்‌ முதல்‌ வகைக்கெழு தோன்றும்‌ உறுப்பை நீக்கிய பின்பு 
பெ வும்‌ வ்‌ 


z+ (0-H9,-1P Jos fell 


என்ற மாற்றமைப்பில்‌ வருகிறதென்பதை நாம்‌ மனப்பாடம்‌ செய்து 
கொள்வது நலம்‌. 


எடுத்துக்காட்டு : 
d2y dy 


என்ற சமன்பாட்டை இரண்டாவது உறுப்பை நீக்கும்‌ வகையில்‌ மாற்றி 
யமைதீது அதன்‌ தீர்வு காண்க. 
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இங்கு P= 2௩௯ எனவே 


சத rdx _ வூ ten லல 
e 10g sec x 


= sec zx 
எனவே y = 5202 
பவத்‌" மஹா சமன்பாட்டை மாற்றி எழுதினால்‌ 


வ அப) ய 
d2v 


72+ v(5+ sec? —tan?m) = 0 


அதாவது 


எனவே 
v = (A cos Vie+Dsin vx) 
எனவே 
y = (A cos Véx+B sin 4Gx) sec Zz 
என்பது தீர்வாகும்‌. 
பயிற்சி 9-4 
பின்வரும்‌ வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு காண்க : 


2 2 232 
த பம்‌! dy (9௪ ௭ 





20 
2. 5 54 8 4 ல்‌ 
2. 42 332 21 +6xiA4)y = 0 
dy dy 
ட அத்தி ம நட 2 = 0 
௯ எர 220௨-41) 2 +(e 4242] 
diy 2 2] 
4, x2 ச கற்கத்‌ x +3y = x2(2x—1) 
விடைகள்‌ 
பயிற்சி 9& 
1. y = Aw cos w+DBxsin xtixe 
க்‌ 


க 473 
2. y = Ae 8 Vssin(} 12௧௪8) 
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3. y = (கற) 
4. y= AvtBatalogxta? 


9-6. முன்னர்‌ 9-4.இல்‌ சார்புடை மாறியை மாற்றி, ஒரு வகைக்‌ 
கெழுச்சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காணும்முறை கண்டோம்‌. அதற்குப்‌ 
பதிலாக சார்பில்‌ மாறியை மாற்றி அதன்படி கொடுக்கப்பட்ட சமன்‌ 
பாட்டை மாற்றியமைத்த ம்‌ சில சமயங்களில்‌ ஒரு சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு 
காணமுடியும்‌. 


ல +P (2) 
என்ற சமன்பாட்டில்‌ 2௨ ௪ (£) என ஈடுசெய்வோம்‌. அப்போது 
y_ கக 
de 0 dz’ dz 
dy dy /dz\2 dy d’z 
822 823 ல) dz da 


எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 


dy (dz? dy ஈம்‌ dz 
(2) (கேர்‌) ரொ 


dz2\dx/ dz \dat 
என மாறும்‌. அதாவது 
dy dy 
322 பதன்‌ சரி +Qy=X1 
எனக்‌ கிட்டும்‌. ஈண்டு 
dz dz 
டன்‌ 22 


1 அதான்‌ 
ன 
Q 


ட க்‌ 
i 
_ [௦ 
2-2 2 
dx ,/ 





2, ரெ 4, என்பவை ஐஇன்‌ சார்புகளாயிருக்கும்‌. ஆனால்‌ 2= [P(x 
என்ற காரணத்தினால்‌ இவற்றினை 2இன்‌ சார்புகளாக மாற்றிக்‌ கொள்ள 
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லாம்‌. இங்கு 2, பூச்சியம்‌ என்ற வகையில்‌ நாம்‌ 5212) என்ற. 
சார்பைப்‌ ம்‌ மரன்‌ 


05௧ ட்‌ எ 0 
424 
எனக்‌ க்கில்‌ 
dz _ pds 
dz தப இல்‌ 
எனவும்‌ 
அதட்ட fe/Pidz 


எனவும்‌ பெறலாம்‌. மேலும்‌ 


9,௨௪? (ஒரு மாறிலி) 
iz) 
என எடுதீதுக்கொண்டால்‌ 
az = [vOdz 
எனப்‌ பெறலாம்‌. ஆகவே 
1. z= fe da என ஈடு செய்து கொடுக்கப்பட்ட சமன்‌ 


பாட்டை 
me 
உ ரயி 
என்ற தணலை பெற்று, 429 முதலில்‌ சன்‌ சார்பாகவும்‌ 
{Pd 
z= fe 
என்பதைப்‌ பயன்படுதீதி த ஐஇன்‌ சார்பாகப்‌ பெற்றும்‌ தீர்வு 
காணலாம்‌. 


அல்லது 
2. ட - ெஎன்பதை 02 என்ற மாறிலியாக ஏற்று; கொடுக்‌ 
dz 
கப்பட்ட சமன்பாட்டை 
d 
+P, 2 Lay = 21 


என்ற அமைப்பில்‌ பெற்றுப்‌ பின்னர்‌ தீர்வுகாண முடியலாம்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 1: 
dy 
dx 
என்ற சமன்பாட்டைதீ தீர்க்கவும்‌, 


tcot ay ௦௦8௦௦2 x=0 
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= {Pz 

z = Je 702 
என ஈடு செய்தால்‌ 

z = /cosec adz 


2 
= log tan 5 


எனவே 
d2y  4cosec?z 
dz’ 0 cosec’zx 
என்றாகும்‌. அதாவது 


= 0 


உழ: Acos2z+B sin 2z 


x ப x 
= 4A cos {2 log tan =| +Bsin (2 log tan >| 
என்ற தீர்வு கிட்டும்‌. 


இரண்டாம்‌ முறை: 





4 ௦௦3௦02. = a2 
அணை 
0) 
என்று ஏற்றால்‌ 
dz 
a — = 2௦௦௦0௦ 
dz 
என்று கிட்டும்‌. 
“az = 2 log tan க 
இதீதொடர்பினைச்‌ சமன்பாட்டில்‌ ஈடுசெய்ய 
d2z dz 
diy , dx பல்ப்‌ dz 
322 + ச ர ற தத்‌. 0 
டி 


az = 2 log tan ஆதலால்‌ . 


a — = 90௦8௦௦ 
dx 


a, = ௮ 260590 x cot x 
dz 
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எனவே சமன்பாடு 


(“5 2௦௧௦2௧) 
௦௦25௦0 2௦0௨40௦௦02 008602 
மம a a 


2 
YN ———— 
4.53 ப 4 A 
2 cosec”“ XT 
a 
ஆரு = 0 
என்ற அமைப்பில்‌ வரும்‌. அதாவது 
dy 
-—+aly = 0 


என்றாகும்‌. இதன்‌ தீர்வு 
y= Acosaz+Bsinaz 
2 
= Acos (2 log tan 4 + B sin (2 log tan 3 


என்பதாகும்‌. 
பயிற்சி 9-5 
பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு காண்க. 
dy 


1 aly tan x—+ycos2w=0 
த 3268 7 y — 


2 
9, ரட்‌ றோ இட 
x ர்‌. ௦2 


diy 2(௪- எ) 
3. — (4e” +1) 30௪22௪ 


லெ 
d’y 2 நே வ 2x2+1 





4 ரெ லீ 
2 9. 1N dy 23 — x2 
5. 322 * (சோழ ௪4௮ பூ 32௪ 
விடைகள்‌ 
பயிற்சி 9-5 


1. y=.4A cos(sinx)+Bsin (sin ல) 
2, y=Acosr+Bsin= 
09 9) ல்‌ 


6” 96 னீ 


3, y=Ae +Be ௮49 
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2 ஐ ஐ 
5. y=Ae ~~ + Bale 2 லச” 


9-6. இதுவரை நாம்‌ இரண்டாவது வரிசைசீ சமன்பாடுகளைதீ 
தீர்க்கும்‌ பலமுறைகளைக்‌ கண்டோம்‌. அவற்றில்‌ சில, பொதுவாக 
௩ வரிசைசீ சமன்பாடுகளுக்கும்‌ பொருந்துமெனவும்‌ ஆங்காங்கே குறிப்‌ 
பிட்டோம்‌. 


அம்முறைகளை யெல்லாம்‌ ஒருவாறு தொகுத்துக்‌ கூறுவோம்‌. 





மழு ம 13 ன 
1. கர்ம JT +P,Y = f(z) 
Py; Po Py மாறிலிகள்‌, 
தீர்வுகாண முறை : 177 பகுதி; 71 பகுதி 
உ. டத ச] ந 
ர்‌ [12] தடால்‌ Pi ஜடம்‌ ரக (CT) 


இது சமபடிதீதான சமன்பாடெனப்படும்‌. 2டி றம மாறி 
லிகள்‌. 


தீர்வுகாண்‌ முறை : 711 பகுதி 
3. அமைப்பு (4) ; பொருதீதமான சமன்பாடுகள்‌ ; 2) ழக 7 
சார்புகளாகவும்‌ இருக்கலாம்‌. 
தீர்வுகாண்‌ முறை: 17111 பகுதி 
்‌ மழு diy dy | 
4, க க த்துக்‌ =0 
அமைப்பு ர்‌ dx” dr daz X 
ஏ நேரடியாகச்‌ சமன்பாட்டில்‌ தோன்றுவதில்லை. 
தீர்வுகாண்‌ முறை: 8-93 
லட dQ” qd 8 
5. அமைப்பு: ந டக்‌ வப, y 1-0 
2 நேரடியாகத்‌ தோன்றுவதில்லை. 
தீர்வுகாண்‌ முறை $3 8-34. 





ட்‌ 22 
6. அமைப்பு: 70) 
தீர்வுகாண்‌ முறை : 8-5:2. 


7. அமைப்பு (4): 22) 2, பே ற)இன்‌ சார்புகளாகவும்‌ 
இருக்கலாம்‌. 
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அமைப்பு (.4)இல்‌, வலக்‌ கைப்புறம்‌ பூசீசியமாயின்‌ ரர; என்ற 
ஒரு துணைதீதீர்வு தெரியுமானால்‌, 471002) எனகீ கொண்டு, சமன்‌ 
பாட்டு வரிசையை *: ஒன்று ?? குறைத்து மேலே தீர்வு காண கியலலாம்‌. 
தீர்வுகாண்‌ முறை ₹: 9-2, 
8. அமைப்பு : இரண்டாம்‌ வரிசைச்‌ சமன்பாடு; 
d2y dy 
7+ Per) y=f(X) 
d2y dy 
+P 7,19 (6 340 
என்ற சமன்பாட்டிற்கு முடி ஏ, என இரு துணைதீ தீர்வுகள்‌ காண 
முடியுமானால்‌, 
ஏ By 49, என்ற முமுதீ தீர்வு காண முடியலாம்‌ ; இங்கு 4, 2 
மாறிலிகள்‌ அல்ல, சார்புகளென்று கொள்ளப்படும்‌. 4; 8 என்ற 
dA 


dB 
இரண்டு சார்புகளும்‌ $/ 7. +205 -0 என்ற தொடர்பால்‌ இணைக்கப்‌ 


பட்டிருக்கும்‌. 
க்‌ தீர்வுகாண்‌ முறை: 9-21; 9-22, 

9. அமைப்பு (A); டி 2 ம, என்பவை சில அல்லது எல்லாம்‌ 
சார்புகள்‌. எ; ம) செயலி ] என்ற மூன்றும்‌, அல்லது ௫, 22 இரண்டும்‌ 
அல்லது ர; மு இரண்டும்‌ தோன்றும்‌ காரணிகளாய்ப்‌ பிரிக்கமுடியுமானால்‌ 

தீர்வுகாண முறை: 9௦3, ப 
உட 25] dy 
10. அமைப்பு : மாம (0 4) 7,1 604) y)y = ரீ) 
சார்புடை மாறி 489 மாற்றி, முதல்‌ வரிசை வகைக்கெழு பூசீசிய 
மாகவோ, அல்லது முதல்‌ வரிசைக்கெழுவைப்‌ பெருக்கும்‌ உறுப்பு ஒரு 
வசதியான சார்பாகவோ எடுத்தப்‌ பின்னர்‌ தீர்வு காணலாம்‌. 


d?2 
( 2537௨ (2) என்று மாற்றுவது ங்கு குறிப்பிடப்பட்டிருக்‌ 
22 
02 dv 
கி . கன்‌ ப - அதரம்‌ 
றது அல்கு ந * dz 
தீர்வுகாண்‌ முறை: 9-& 

11. மேற்கூறிய (10) என்ற அமைப்பே: சார்பில்‌ மாறி (0 
மாற்றியமைத்து; 

(ல) முதல்‌ வரிசை வகைக்கெழு பூச்சியமாகவோ அல்லது 
அதைப்‌ பெருக்கும்‌ உறுப்பு ஒரு குறிப்பிட்ட மதிப்புப்‌ பெறும்படியோ 
எடுத்து, பின்னர்‌ தீர்வு காணலாம்‌ 

அல்லது 


312 = F) என்ற மாற்றம்‌ ) 
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௫) ர இன்‌ கெழுவான ட ஒரு குறிப்பிட்ட மதிப்புப்‌ பெறும்படியோ 
அல்லது சிறப்பாக ஒரு மாறிலி மதிப்புப்‌ பெறும்படியோ மாற்றி 
யமைத்து, பின்னர்‌ தீர்வு காணலாம்‌. 

தீர்வுகாண்‌ முறை: 95. 
பயிற்சி 9-6 

பின்வரும்‌ சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வு காண்க. (கடைசியாகக்‌ குறிப்‌ 

பிட்ட பாகுபாட்டின்படி, அமைப்புமுறை எண்‌ அடைப்புகளுக்குள்‌ 


கொடுக்கப்பட்டிருப்பதைப்‌ பயன்படுதீதலாம்‌.) 


2 d 
1. (8, 2%-(0-9) 29 49(௪-2)10. எ. ஒரு தீர்வு (7) 


a2 
2. ஐ 1) 1-0 ளீ என்பது ஒரு தீர்வு. 


ஜர்‌. 
3. (Di_4D2+3) 42௦௦௧ 24 கை (1) 
4. (xD 6x2 D349x2D2+L3eD+1)y=(1+log ல) (2) 
dy dy log . sin (log x)+1 
2 ண்‌ —— பை ம்‌ அப்து க” 
25] dy 
6. (2) ௮ —4(x+ 2) ட 6-2) 
42) =z எனக்கொள்க. (2) 
7 7 411 +(3—6x) லல: 4 (3) 
© dx dz இ 
d3y d2y d அ 
8. (+20); +42 7 (1-22) =e (4) 
diy dy 
9. dx‘ ம்‌ dz — 1 (4) 
d2y dy\? மே 
10. எமை 2 ( எ 2 —- =0 
J dz ண்‌ யூ x G) 
d2Zy 2 
11. கல்‌! உணர்‌ தவ கணை 2 
பதக்க ( | y2 log y (5) 
dy 62 d 
12. 2 35 *5ல4 த்‌ + (2x — x9) பம 3420-40ஐஜ3ஃக்ஐ5 ௫ 
2 
டட தி்‌ (6) 
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14. [(2+3)D2(22+7D4+2]y= (wre (9) 
15. (D9) (xD-1y=2x3—x2 (9) 
த 

d2y 24 
16. 3 422 “க்க xe (10) 
17. ட்‌ ௬ cot dy —y sin? w=cosx sine (11) 


18. Se டர்‌ அடர்‌ இக்‌ (உ); , என்பவை இன்‌ சார்புகள்‌ ; 


1 ர 424 1 809 
ட வளை, ர அண a இ சலிய 
y= ட என ஈடுசெய்து இச்‌. சமன்பாட்டை, -- 722 +( ய 
மெ 7-0 என அமைப்பிலிடுக. 
dy. 2 A க என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு காண்க (11) 
ஐ 29 “2 ச்‌ 


19. சென்ற (18) கணக்கு முறைப்படி, 7. மன்‌ — (௦௨௨43௦0௦52) 


12 ௦௦5 ஜ௫ 3 என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு 
[ கறல 2 ௰ |] 





20. [(@4+1) D?- (3244) D4+3]y=Gu+2e 


விடைகள்‌ 
பயிற்சி 9-6 
1, y=Ae°+Be% (ix°—42a2+ 150x183) 
2. மு (A+ Blogz) 


4732. 4702 ௦0௦52௨ கு 
ப்‌ த * 120. 


4, y=(A+Blog =) sin (log x)+(C+E log =) cos (log) ௪ 
வ்‌ 2)24+2 log x—3 





9. y=Ae"4+Be™+Ce 
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6, 


7. 


8. 


1 1 


18. 


20. 


வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


2 ல்‌ 
x 


(log 4)]4 ட வ [27 sin (log x) +191 cos (log x)] 


[5 sin (log x) +6 cos 





V5 ன்‌ 
y=a2 (Ax 5 + Bz "+ 


ய்‌ 





y=4A (24224 B (042784 


3 
1 2 ( ee + 5) ல்‌], 
3 4 5 

(2 log உர்‌ க 

(4, 6 இரு மாறிலிகள்‌) 
y=Ae“+B(z2+3x)e™ +3 qe" +C 
12 | 422423 வேறே 2] 
y= tan (Ax+B) 
log y= Ae"+ Be 

1 வ இ C 

y= த (Ae + Be™) + tt 
Ay’=a+(Aw+ 2 
y= .A4(2x+7)+Be?*—e” (+4) 
y=Ax’+ மில -ட்ல்‌1 1௨ log) 

=e” (A cos VIx+B sin Vx Lire” 


ததை 
1 e 18 ~Ke 
J = 22 33 2 





இங்கு பலமும்‌ ர ; 4; ம இரண்டும்‌ மாறிலிகள்‌. 


y= A(Sx+r1)+ Be” 4+ re. 


1௦ (4). வடிவ கணிதப்‌ பயன்பாடுகள்‌ 


(Geometrical Applications) 


10-1. முதல்‌ பகுதியில்‌, 


என்ற வளைவரைகீ குடும்பதீதின்‌ வகைகீகெழுசீ சமன்பாடு 
dy 
| அட்டு 2 
J (அ, ட்‌ ன்‌ (2) 


என்ற அமைப்பில்‌ காணும்‌ முறையை விளக்கினோம்‌. இவ்வகைக்கெழுசீ 
சமன்பாடானது, அக்குடும்பதீதில்‌ காணப்படும்‌ ஒரு பண்பினை, நுண்‌ 
கணித முறையில்‌ சுட்டிக்காட்டி நிற்கிறது. 

மறுதலையாக நுண்கணித முறையில்‌ ஒரு பண்பினைச்‌ சுட்டிக்‌ 
காட்டும்‌ ஒருவகைக்‌ கெழுச்‌ சமன்பாடு கொடுக்கப்படுமானால்‌,; அசீசமன்‌ 
பாட்டினை தீ தீர்க்கும்‌ வகையில்‌ அப்பண்பினைப்‌ பெற்ற ஒரு வளைவரைக்‌ 
குடும்பத்தை நாம்‌ பெறுவோம்‌ ; இசீசமன்பாட்டில்‌ ஏதாமொரு மாறிலி 
(an arbitrary constant) இடம்‌ பெறும்‌. இக்குடும்பத்தில்‌ இடம்‌ 
பெறும்‌ ஒவ்வொரு வளைவரையும்‌ (2) என்ற சமன்பாட்டின்‌ ஒரு தீர்வு 
அல்லது ஒரு “தொகை? (integral) எனப்‌ பெயர்‌ பெறும்‌. அவ்வளை 
வரைக்கு மற்றுமேதாமொரு குறிப்புக கொடுக்கப்படுமானால்‌, குறிப்‌ 
பான .ஒரு தீர்வு? அல்லது * தொகை? பெறலாம்‌. எடுத்துக்காட்டாக 
(2) என்ற பண்பினை உடைய ஒரு வளை வரை, ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளி 
வழியாகசீ செல்லுகின்றதென்றோ, அல்லது ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளியில்‌ 
அதன்‌ சரிவு என்ன என்று கொடுக்கப்பட்டாலோ “சிறப்புத்‌ தீர்வு? 
(particular solution or curve) காணலாம்‌. 


10-1.1. வளைவரைகளுக்குரிய சில முக்கிய பண்புகள்‌ மரபுப்படி 
பின்னர்‌ கொடுக்கப்பட்டிருக்கின்‌ றன. 
செங்குத்தாய அச்சுகள்‌ (Rectangular co-ordinates) : 
படம்‌ 10-11. (1), ப) இரண்டிலும்‌ 48 என்ற வளைவரைமேல்‌ 
2, ம) என்பது ஒரு புள்ளியாகும்‌. 82” என்பது இன்‌ குத்தாயம்‌ ஏ. 
1581—13 
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LPT அல்லது PTL என்பது இல்‌ வரையப்படும்‌ தொடுகோடு. 

PKM அல்லது ௩PM என்பது இல்‌ வரையப்படும்‌ செங்குதீதுக்‌ 
கோடு; 

தொடுகோடு, ௫ அச்சை 7 இலும்‌ ர அச்சை இலும்‌ வெட்டுகிறது. 





ப்டம்‌ 10-11 ௫. படம்‌ 10-11 (2) 


செங்குதீதுக்கோடு ௫ அச்சை இலும்‌, ர அச்சை Kஇலும்‌ வெட்டு 
கிறது. 

ஒரு மரபுப்படி; 

PT என்பது தொடுகோட்டு நீளம்‌ (length of the tangent): 
எனவும்‌, 

PM என்பது செங்குத்துக்கோட்டு நீளம்‌ (length of the 
normal) எனவும்‌, 

2”. என்பது தொடுகோட்டடி நீளம்‌ (பength of the sub- 
tangent) எனவும்‌, 

12% என்பது செங்கோட்டடி நீளம்‌ (length of the sub- 
2௦10௨1) எனவும்‌ அளிக்கப்படுகின்றன. வேறுவகையாகக்‌ கூறினால்‌, 


PT என்பது ஐ அசீசால்‌ வெட்டப்படும்‌ தொடுகோட்டுதீ 
துண்டெனவும்‌, 
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PL என்பது ர அசீசால்‌ வெட்டப்படும்‌ தொடுகோட்டுத்‌ தண்‌ 
டெனவும்‌, 

PM என்பது ௨ அச்சால்‌ வெட்டப்படும்‌ செங்குதீதுகீ கோட்டுதீ 
தண்டெனவும்‌, 

PK என்பது 4 அசீசால்‌ வெட்டப்படும்‌ செங்குதீதுக்‌ கோட்டுதீ 
துண்டெனவும்‌ பெயரிடப்படுகின்‌ றன. 


10-1.2. வாய்பாடுகள்‌ : 


1. க : (ஐ, முஇல்‌ தொடுகோட்டின்‌ சரிவு (81௪ of the 
tangent at (x, 4) 
அக ன்‌ = ர்‌ (ஐ, இல்‌ செங்குதீதுகீகோட்டின்‌ சரிவு (510௮ 


of the normal). 


3. (Y-y = (Xa): (௩, ர) என்ற புள்ளியில்‌ தொடும்‌ 


தொடுகோட்டின்‌ சமன்பாடு; (4, 1) பொதுப்‌ புள்ளியின்‌ ஆயதீ 
தொலைகள்‌. 


4. (rp (ல) ௪ 0: (ஈழ) என்ற புள்ளியில்‌ தொடும்‌ 
தொடுகோட்டிற்குசீ ்‌ லத்த கோட்டின்‌ சமன்பாடு. 


dz 
5. PT = தொடுகோட்டு நீளம்‌ : n/1+(7 
(மட்டு மதிப்பு) 


3 25 
செங்குதீதுக்கோட்டு நீளம்‌ : n/1+() 


6. PM = 
(மட்டு மதிப்பு) 
dz ்‌ 
7. TR = தொடுகோட்டடி நீளம்‌: ரர மட்டு மதிப்பு) 
8. RM உ செங்கோட்டடி நீளம்‌: ம 1 (மட்டு மதிப்பு) 


9. 0௦7, OL முறையே 2 y அசீசுகளின்மேல்‌ தொடுகோடு 
வெட்டும்‌ துண்டுகள்‌ : 


OT = க (மட்டு மதிப்பு) 
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OL = ௪௮] மட்டு மதிப்பு) 
10. 04, 0K முறையே ௮, ர அச்சுகளின்மேல்‌ செங்குதீதுக்‌ 
கோடு வெட்டும்‌ துண்டுகள்‌ 
OM = +yg (மட்டு மதிப்பு) 


OK = yr (மட்டு மதிப்பு) 


11. PL, PK என்பவை முறையே (2, இலிருந்து ம அச்சால்‌ 
வெட்டப்படும்‌ தொடுகோட்டு நீளம்‌, செங்குதீதுக்கோட்டு நீளம்‌ எனப்‌ 


படும்‌ 
ட 
PL =< த்து ட) (மட்டு மதிப்பு) 
PK = கரம்‌) ன) (மட்டு மதிப்பு) 
12. ds = V(dz)‘+(dy)’ 


ய்‌ 


(2) 
ayes) 


5 ஒரு சிறு நுண்‌ வில்லளவு (Element of arc) 


௩ 


13. நூல அல்லது லம ஒரு சிறு நுண்‌ பரப்பளவு (Element of 
area) 


10-2. போலார்‌ ஆயத்தொலைகள்‌ (Polar co-ordinates) 
படம்‌ 10-2இல்‌ 04 ஆதிக்கோடு (initial line). P என்பது 
௬, 9) என்ற புள்ளி; அப்புள்ளியில்‌ 7 தொடுகோடு; 2 N செங்குதீ 
துக்கோடு, 
(1) tan¥ =r ப்‌ V என்பது தொடு கோட்டிற்கும்‌ ஆர வெகீட 
ருக்கும்‌ (7௨0115 vector) இடைப்பட்ட கோணம்‌. 
(11) NOM என்பது ஆர வெகீடர்‌ க்கு குத்துக்‌ கோடாயின்‌ 
1518--தொடுகோட்டு நீளம்‌ 
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PN—செங்குதீதுக்கோட்டு நீளம்‌ 
0M—தொடுகோட்டடி, நீளம்‌ 
0N—செங்கோட்டடி நீளம்‌ 

என மரபுப்படி கொள்ளப்படுகிறது. 





படம்‌ 102 


படம்‌ 10-2இல்‌ 90 ௨ NPT = POM = PON 
00.2 
PM = raf 143) 
7“ 
்‌ 1 ர்‌ 
PN =r \/1+ 2 (௦ 
df 
_ 250 
OM =r oe 


dr 


(iii) ds = V(dr)2+r“(d9)" 


TE 
= dr க்‌ 22) 

LN 
“49/7 * (3) 
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(ச) 3240 என்பது ஒரு சிறு நுண்பரப்பு. 


10-8. வளைவரைகள்‌ (1௨௧௦௩௦71௧௧): ஒரு வளைவரைக்‌ 
குடும்பத்தின்‌ ஓவ்வொரு வளைவரையையும்‌ மற்றோர்‌ வளைவரை ஒரு 
குறிப்பிட்ட கோணம்‌ மஇல்‌ வெட்டுமானால்‌ அது, அகீகுடும்பதீதின்‌ 
ம சமவெட்டு வளைவரை எனப்படும்‌, (ம- trajectory). அவ்‌ 
வெட்டுக்‌ கோணம்‌ ம என்பது ஒரு செங்கோணதீதிற்குச்‌ சமமாயின்‌ 
அது செங்கோண வெட்டுவரை (Orthogonal Trajectory) எனப்‌ 
பெயர்‌ பெறும்‌. எடுத்துக்‌ காட்டாக படம்‌ 10-3இல்‌ காட்டப்பட்டிருகீ 


ள்‌ 





படம்‌ 10-3 


கின்ற இருவட்டங்களும்‌ ஒன்றுக்கொன்று செங்கோணத்தில்‌ வெட்டிக்‌ 
கொள்கின்றன. 4 என்ற வட்டத்தின்‌ மையம்‌ 2 அச்சின்‌ மேலுள்ளது. 
அவ்வட்டம்‌ 3 அச்சைதீ தொடுகிறது. 4 என்ற வட்டதீதின்‌ மையம்‌ 
ர அச்சின்‌ மேலுள்ளது ; அது எ அச்சைதீ தொடுகின்றது. இரு வட்டங்‌ 
களுக்கும்‌ இடைப்பட்ட கோணம்‌ 201 = 90°. பொதுவாகவே 
ல அச்சில்‌ மையங்கொண்டு ம அச்சைதீ தொடும்‌ வட்டங்கள்‌ 
ஒவ்வொன்றும்‌ 3 அச்சில்‌ மையங்கொண்டு ஐ அச்சைதீ தொடும்‌ 
ஓவ்வொரு வட்டதீதையும்‌ செங்கோணத்தில்‌ வெட்டுமெனக்‌ காணலாம்‌. 
படம்‌ 10-3. (1) பார்க்க. 


படம்‌ 10:3.1இல்‌ 4, BD என்ற இரு வளைவரைகள்‌ (2, இல்‌ 
வெட்டிக்கொள்கின்றன. [இல்‌ .40கேகுதீ தொடுகோடு PT. Pஇல்‌ 
Bறக்குத்‌ தொடுகோடு 27. TPT, =௰ = இரு வளைவரைகளும்‌ 
ஒன்றையொன்று வெட்டிக்கொள்ளும்‌ கோணம்‌. 
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படம்‌ 10-31 


199 


200 வகைக்கெமழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 
10-83... தேற்றம்‌ ° 


d 
7( ௮௮) 34) - 0 


என்ற வளைவரைக்‌ குடும்பதீதின்‌ வளைவரைகளை, ம என்ற குறிப்பிட்ட 
கோணத்தில்‌ வெட்டும்‌ வளைவரைக்‌ குடும்பதீதின்‌ வகைகீ கெழுசி 
சமன்பாடு 


dy _ tan w 

dx _0 
ரீ ட yy d ர 

145 tan ௩௦ 


00 2: 
என்பதாகும்‌. 


தெறிப்பு : 
A d 


என்பது ஒரு வளைவரைக்‌ குடும்பத்தின்‌ வகைக்கெழுசீ சமன்பாடெனக்‌ 
கொள்வோம்‌. (1)இன்‌ தீர்வுக்கான வளைவரையை 2D எனக்‌ 
கொள்வோம்‌. [படம்‌ 10:31], BறDஇன்‌ மேல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு 


பள்ளிக்கும்‌ உரிய ( x, மு 44) என்ற மூன்று கணியங்கள்‌ உள்ளன 5 
்‌்‌ 


அதாவது புள்ளியின்‌ ஐ, 4 ஆயதீதொலைகள்‌, அப்புள்ளியில்‌ வரையப்‌ 
படக்கூடிய தொடுகோட்டின்‌ சரிவு (ஜ௨&i்£) என்ற மூன்றுமாம்‌. 


இதே மாதிரி ACஇன்‌ மேல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு புள்ளிக்கும்‌ உரிய 
(2 டர்‌ 28) என்ற மூன்று கணியங்கள்‌ உள்ளன. குழப்பம்‌ இல்லாம 
லிருகீக .4இன்‌ மேல்‌ உள்ள புள்ளிகளுக்குரிய மூன்று கணியங்களையும்‌ 
(2, Y, 2) எனக்‌ குறிப்போம்‌. இவ்விரு வளைவரைகளுக்கும்‌ 
பொதுவான புள்ளி . அந்தப்‌ புள்ளியை யொட்டி படத்திலிருந்து 


=A, y=; ட) = tang 
222 P(BD) 


(35 = fan * எனகீ காணலாம்‌. 
aX P(AC) 


இவைகளிடையே தொடர்பு 
dy ) = tang 
da P(BD) 


| 


tan (1-2) 


ன tan 47 ர்வ 
"நம 4 ம 
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பந்தல்‌ w 


aX 


[i 








aY 
1-7 வைம 


எனவே, சமவெட்டு வளைவரை மேலுள்ள 2 என்ற புள்ளியில்‌ (அதாவது: 
ACAன்‌ மேல்‌) 


21 tan Ww 
d dX. _ 
f Xy 35 3 = ரீ A, J, ந கசா = 0 
லே ந tan w 
aX 


என்ற தொடர்பு பொருந்துகின்றது. எனவே சமவெட்டு வளைவரையின்‌ 
வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடு 


என்றாகும்‌. 2, க்குப்‌ பதிலாக, நாம்‌ ஐ, ர என்‌ ஈடுசெய்தால்‌ சமவெட்டு: 
வளைவரையின்‌ வகைக்கெழுசீ சமன்பாட்டைச்‌ சாதாரணமாக 


29 ௩ w 
ax _ 0 
ரீ x; 0 வை 
dy 
14.5 tan w 
dz 


என எழுதலாம்‌. 





கிளைத்தேற்றம்‌: ம = 90” ஆனால்‌, செங்கோண வெட்டு வளை 
வரையின்‌ சமன்பாடு 


L = 0 
f(x Tay | - 
dz 


எனப்‌ பெறப்படும்‌. ஏனெனில்‌ 
tan g = tan (¥ — 90°) 
௮. — cot SL 
= எனவரும்‌. 
= ள்‌ 
ax 
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10-8-2. போலார்‌ சமன்பாடுகள்‌ - செங்கோண வெட்டு வளை 
வரைகள்‌ : 


இதே மாதிரியாக ரீ (ர 0; ட ஊு 0 


என்ற வளைவரைக்‌ குடும்பதீதிற்கு ரீ (ர 0 2 a = 0 


என்பது செங்கோண வெட்டு வளைவரைக்‌ குடும்பமாகும்‌. 


ஏனெனில்‌ 
20 
tan ¢=r ep 
tan (90+) = = cotid = - 2 - (படம்‌ 10-32) 





படம்‌ 10-3*2 


-1 8 ஈடுசெய்ய வெண்டும்‌. அதாவது 


0 ஓ 1] 
மை 2 வ சர்க்‌ ச ௩ $* 
39௫ ? mp [1 டுசெய்ய வேண்டும்‌ (10 312 காண்க) 


10-4. எடுத்துக்காட்டுகள்‌ 


எடுத்துக்காட்டு 14: (ஐ, ர) என்ற புள்ளியில்‌ வரையக்‌ கூடிய 
செங்குத்துக்கோடு, ஆய ஆதி வழியாகச்‌ செல்லுமானால்‌ அப்பண்புடைய 
வளைவரைக்‌ குடும்பம்‌ என்ன ?₹ 


செங்குதீதுக்கோட்டின்‌ சமன்பாடு 
dy 
ந (Y—y)+(X—q)=0 
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என நமக்குதீ தெரியும்‌. இது ஆய ஆதி வழிச்‌ செல்லுமானால்‌ 40) 
Y=0 என்பது அக்கோட்டில்‌ உள்ள ஒரு புள்ளியாகும்‌. எனவே 
அவ்வளைவரைக்கு 


8 
—y 220 
அதாவது 
xdx+ydy=0 
என்பது பொருந்தும்‌. இதன்‌ தீர்வு 
x+y? = 0 


எனவரும்‌. எனவே கணக்கில்‌ கொடுக்கப்பட்ட பண்பினை உடைய 
வளைவரை 
x2ry2 = 0 

என்பதாகும்‌. இது ஆய ஆதியை மையமாகக்‌ கொண்ட ஒரு வட்ட 
மெனவும்‌, ஒவ்வொரு ஆரமும்‌ செங்குத்துக்‌ கோடெனவும்‌, ஒவ்வொரு 
ஆரமும்‌ ஆய ஆதி வழியாகச்‌ செல்கிறதெனவும்‌ நமக்குத்‌ தெரியும்‌. 

எடுத்துக்காட்டு 2: ஆய ஆதியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ ஒரு 
வளை வரையில்‌ ஆய ஆதியிலிருந்து; அதன்‌ மேலுள்ள ஏதாமொரு 
புள்ளி (ஐ, ம) வரையிலுள்ள வில்‌ நீளமானது 24/2க்குச்‌ சமமெனின்‌, 
அவ்வளைவரை யாது? 


வில்‌ நீளம்‌ 


i x - 

ஓ ம.” 
ண்‌ == 1 அ 'd 
0 0 


கணக்கின்படி 
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ஜு 2 1 
த (2 வலக FS 
dy 1 -லஐ 
de அதது ன தட 


த [a கனை வ [== 


ஐ=௰2 என ஈடுசெய்து தொகை கண்டால்‌ 
y = + [sin (Vz)+Vx—q2]+C 
எனக்கிட்டும்‌. வளைவரை ஆய ஆதிவழியாகச்‌ செல்லுவதால்‌ 
ஐ = 0, = 0. எனவே ே0 
A y= a fsint Vzt Veal 
என்பதே இப்பண்பினையுடைய வளைவரையாகும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 8: 22422௮2 என்ற குடும்பதீதிற்கான 

செங்கோண வெட்டிக்‌ குடும்பம்‌ காண்க. 
x24 23/3 = ௫3 

எனவே 
dy 
7 
4 
dr தெ 
என்பது வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடாகும்‌. எனவே செங்கோணச்‌ சம 
வெட்டியின்‌ குடும்பதீதின்‌ வகைக்கெழுசீ சமன்பாடு 


22-- 43 


dy _ த 
ஐ 
. dy _ 2dx 
ந்த்‌ ஜு 
இதன்‌ தொகையைக்‌ காணின்‌ 
y = Ax? 


எனக்‌ கிட்டும்‌. இதுவே செங்கோணசீ சமவெட்டிகீ குடும்பதீதின்‌ 
சமன்பாடாகும்‌. 


எடுத்துக்காட்டு 4 ; 
22 யு 
-z + ட அடை மது 1 என்பது ஒரு பொதுகீ குவிய கூம்பு 


வெட்டிகளைக்‌ குறிக்கிறது. ௨ ஒரு மாறிலி. இக்‌ குடும்பம்‌ தனக்குதீ 
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தானே செங்கோண சமவெட்டிக்‌ குடும்பம்‌ என நிறுவுக (self 
orthogonal). 
py! ஏ கடா 1 (A) 
என்ற குடும்பதீதிற்குரிய வகைக்கெழுசீ சமன்பாடு காண்போம்‌. 
2x. 3. dy 
ai * a2 தனி ஸல்‌ 





னவே 
Az 


3 
ம்‌ 





என்றாகும்‌. அப்போது 





இவை கொண்டு; (,4)இல்‌ ஈடு செய்து; 


ஐ3 (ay றி 1” (xy ள்‌... 


A 
பு “10 0 








எனப்‌ பெறலாம்‌. அதாவது 


(வவத்து 


இக்‌ குடும்பதீதிற்குச்‌ செங்கோண வெட்டுவளைவரையைப்பெற 


ந உள்ள இடங்களில்‌ - 2 என ஈடு செய்ய 


dz dy 
YN N= 
(2- ர்‌ (ர 1) dy 
dx dx dx 
அதாவது 
dy நூ, மு 
(2 1) (௪3 12 (2) 
அன வரும்‌. 


(உம்‌, (2)உம்‌ ஒன்றே எனக்‌ காண்க. எனவே; 


ச யே 
ட்‌ ட. மூ 
ர்‌ + a2 —A 
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என்ற குடும்பம்‌ தன்னைத்தானே செங்கோணச்‌ சமவெட்டியாகக்‌ 
கொண்ட குடும்பமாகும்‌. 

எடுத்துக்காட்டு 5: ஈ-௧(1110) என்ற வளைவரைக்‌ குடும்பத்‌ 
திற்குச்‌ செங்கோணச்‌ சமவெட்டியாக அமையும்‌ வளைவரைக்‌ குடும்பம்‌ 
ர=a(1-sin 9) என நிறுவுக. 


ர=௮(1+5iற 0) என்பதற்கு முதலில்‌ வகைக்கெழுசீ சமன்பாடு. 
காண்போம்‌. 
dr 
29 =a 0௦80 
௮ நீக்கிய வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடு 
dr 1410 
“வப ௦௦9. 


எனக்‌ கிட்டும்‌. எனவே செங்கோணச்‌ சமவெட்டிக்‌ குடும்பச்‌ சமன்பாடு 








229 1449 
=r ர ௦௦5 09 
அதாவது 
dQ 1-1 0 
Tar cose J+" 
அதாவது 


1+sinQ 
"cos. பது 20 


அதாவது தொகை கண்டால்‌ 
r+ 720௨0 மீ94 [tang 29- டெ 
r 


அதாவது 
log r+log (sec Q+tan 9) +log sec G=log C 
அதாவது 
r sec 9 (sec Q+rtan 9) = 
ட. 2080 
™ sec G+rtang 
என வரும்‌. அதாவது 
_ C cos’ 
™ 1451௩0 
_ C(-—sin2 9) 
l+sing 
C (1-sin 9) என்று கிட்டும்‌. 
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பயிற்சி 10-1 


1. ஒரு வளைவரைக்‌ குடும்பதீதில்‌ (5) ஏ) என்ற புள்ளி வழியாக. 
வரையப்படும்‌ தொடுகோட்டின்‌ ர ௮௪௬ வெட்டுதீதுண்டு 2]. 
இக்குடும்பதீதில்‌ ஒரு வளைவரை (4, 1) வழியாகச்‌ செல்லுமானால்‌ 
அவ்வளைவரையின்‌ சமன்பாடு ௫-௨2 4.12 ௨0 என நிறுவுக 


2. ஒரு வளைவரைக்‌ குடும்பதீதில்‌ (2, 4) என்ற புள்ளி வழியாக 
தொடுகோடு வரையப்படுகின்றது. (8) ॥) இலிருந்து அத்தொடு கோட; 
ஏ} அச்சை வெட்டும்‌ வரை உள்ள இடைவெளி அதீதொடு கோட்டின்‌ 
4௮௪௬ வெட்டுதீதுண்டுக்குச்‌ சமமாக உள்ளது. அவ்வளைவரைகீ 
குடும்பத்தின்‌ சமன்பாடு ௫24 2௮௫ என நிறுவுக. 


3. பின்வரும்‌ பண்புகளையுடைய |, வளைவரைகளின்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
காண்க ₹ 
டூ போலார்‌ செங்கோட்டடியும்‌, போலார்‌ தொடு கோட்டடியும்‌ 
சமம்‌. 
(11) போலார்‌ செங்கோட்டடியின்‌ நீளமானது வெகீடர்‌ கோணதீ 
தின்‌ 53$%௨22ப்‌ பேரல்‌ இருமடங்கு (twice the sine of the vectorial 


angle). வளைவரை (௬ 5 வழியாகச்‌ செல்கிறது 


($11) (ட, ஏ) என்ற புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌ செங்குதீ துக்‌ கோடும்‌ 
(normal) ஆய ஆதியையும்‌ (2, )8யும்‌ இணைக்கும்‌ கோடும்‌ உ அசீசை 
அடியாகக்‌ கொண்ட ஓர்‌ இருசமபக்க முக்கோணத்தை அமைக்கின்‌ றன. 


(௫) ஆய ஆதிவழியாக ஒரு வளைவரை செல்கின்றது (ல; 3) 
என்ற புள்ளிவழியாக ஆய அசீசுகளுக்கு இணைகோடுகள்‌ வரையப்‌ 
படுகின்றன. இவ்வாறமையும்‌ செவ்வகத்தை அவ்‌ வளைவரை பிரிக்கும்‌ 
பரப்புப்‌ பகுதிகள்‌ 1 : 3 என்ற விகிததீதிலுள்ளன. 


x ள்‌ 
[3 /£$ம2 - ஏழ J yds] 
Oo ௦ 


(v) ௭ அசீசு; 2-0 என்ற குதீதாயம்‌ ; [வளைவரை ; நகரீந்து 
செல்லும்‌ அல்லது மாறிக்கொண்டே போகும்‌ ஒரு குதீதாயம்‌ ;] இவை 
களுக்கு இடைப்பட்ட ஒரு பரப்பு, ௨ அச்சை மையங்‌ கொண்டு சுழல்‌ 
கிறது. அது பிறப்பிக்கும்‌ திண்மதீதின்‌ கொள்ளளவு 

மூ இரு குதீதாயங்களின்‌ கூட்டுதீதொகைக்கு நேர்‌ விகிததீதி 
லுள்ளது. 
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(11) அவற்றின்‌ வேறுபாட்டிற்கு நேர்விகிததீதிலுள்ளது. அந்த 
வளைவரைக்‌ குடும்பதீதின்‌ சமன்பாடு காண்க. 


ப 
[0 ஈ 3242-௩044) 
a 


1 


(Gi) 4 ydx=k(y—=A)] 
a 


(௪1) ஒரு வளைவரையில்‌ ஆரவெக்டருக்கும்‌, தொடு கோட்டிற்கும்‌ 
இடைப்பட்ட கோணமும்‌, ஆதிக்‌ கோட்டிற்குத்‌ தொடுகோட்டின்‌ சாய்‌ 
வும்‌ 1: 3 என்ற விகிததீதிலுள்ளன (போலார்‌ சமன்பாடு). 


ட 
= 3 | 


4, பின்வரும்‌ வளைவரைகளுக்குரிய செங்கோணச்‌ சமவெட்டி வளை 
வீரைகளின்‌ (orthogonal curves) சமன்பாடு காண்க. 





22 2 ஜூ 
(௨) y=ae (6) 352 க்‌ 
(c) y=(x~—1)+rae™ (d) r=a cos 
= t ந 1 

(6) r=a (sec G+rtan இ) (8 2-3 + x ந்து 
(ஐ ty’+a2=A (h) log’ = 49 

மு லக்க ௦3 டூ r=a+ sin59 

2a ௩ 

(Kk) r= iT ௦௦௧ (1) r"=a"cosng 
பேடி r2=a2cos2Q (n) (௪+) 0௦80 - 
(p) r= a‘ 


(ஏ) ஒரு குறிப்பிட்ட நேர்க்கோட்டை ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளியில்‌ 
தொடும்‌ ஒரு வட்டக்‌ குடும்பம்‌. 


5. 33-42 (24௦) என்ற குடும்பம்‌ தனக்குதீ தானே செங்கோணச்‌ 
சமவெட்டிக்‌ குடும்பமென நிறுவுக. 


6௨ 89005 லம sin =p (ஐ மாறும்‌ தன்மையுடைய சாராமாறி) 
ஏன்ற இணைக்கோட்டுக்‌ குடும்பத்தை ஒரு வளைவ ரக்‌ குடும்பம்‌ வெட்டு 
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கிறது. வெட்டும்‌ கோணம்‌ tan! க அவ்வளைவரைக்‌ குடும்பதீதின்‌ 
சமன்பாடு காண்க, 
7. 2 டர்கி | 2a 
ஐ a2(1—e2)ir 
யின்‌ சமன்பாடு காண்க, (மரபுப்படி, * என்பது ஆரவெக்டர்‌ ; 
ற என்பது (ர, 0) இல்‌ வரையக்கூடிய தொடுகோட்டின்‌ மேல்‌ 0இலிருந்து 
வரையப்படும்‌ குதீதுக்‌ கோட்டு நீளம்‌). 


8. ஆய ஆதியிலிருந்து தொடுகோடுகளின்‌ மேல்‌ வரையப்படும்‌ 
குதீதுக்கோடுகள்‌ சமநீளமுள்ளவை. இக்குடும்பதீதின்‌ சமன்பா 
டென்ன ₹ 


—1 | என்ற பண்புடைய ஒரு வளைவரை 


9. போலார்‌ முறையிலுள்ள ஒரு வளைவரையில்‌ எந்த ஒரு புள்ளி 
யில்‌ வரையப்படும்‌ செங்குதீதுக்கோடும்‌, ஆதிக்கோட்டுடனும்‌ ஆரவெகீட 
ருடனும்‌ சமமான சாய்வில்‌ உள்ளது. சமன்பாடு காண்க, 


10. ஒரு வளைவரையில்‌ எந்த ஒரு குதீதுக்கோட்டின்‌ மேலும்‌, இரு 
குறிப்பிட்ட நிலைத்த புள்ளிகளிலிருநீது வரையப்படும்‌ குத்துக்‌ கோடு 
களின்‌ பெருக்குத்‌ தொகை ஒரு மாநிலியாயின்‌ அவ்வளைவரையின்‌ 
சமன்பாடு என்ன $ 


விடைகள்‌ 
பயிற்சி 101 
3. ௫௬ ae’ (ii) r = a—2 cos, 
(iii) லற = 0 (ஏ) ழு = ௦௫8 அல்லது லை ௪ ரீ 


(ஏ) (ப) இப்பண்புடைய வளைவரை இல்லை (13) (ல) =k 
(vi) rT = a(l—cos Q) 


4. (a) y’ = ௨4௦ (b) (2+ y2)2 = (லே) 
(ce) +1 ௦௪7 (d)r =csing 
~sin 0 


(e) r = ce 


dy dy த dy 

0 (+3 க ( “ற 1) ன்‌ லே 

(ஓ) = 627 (h) 92+(log.r)? = B 
25 


க) 


(4) yர/8— ai = ௦4/5 ம) sec 59-1௩. 59 = ce” 


1581—14 
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2௦ ம்‌ அன்வர்‌ 
(Kk) 1௦௦5 0 (1) Tr — 0 &1n ௩0 
(m) 72 = c2 sin 20 (n) r2—k2 = cr cosec 0 
(இ ௫0-9 
(ஏ) குறிப்பிட்ட வழியாகசீ சென்று, அக்குறிப்பிட்ட கோட்டின்‌: 
மேல்‌ மையங்கொண்ட வட்டக்‌ குடும்பம்‌. 
5. (asin &—bcosd)w—(acosA+tbsind)y=c 


_ a(1—e2) 
ப்ப 1—e sin (040) 


fi aly? ச a2 





8. T = c(l=cos) 


9. இவ்விரு புள்ளிகளையும்‌ குவியமாகக்கொண்ட கூம்பு வெட்டி. 
களின்‌ உட்சுருள்‌ வளைகள்‌ (10701110௦5). 


10. (0) நிலையியக்க வியலில்‌ பயன்பாடூகள்‌ 


(முதல்‌ வரிசை வகைக்கெமுச்‌ சமன்பாடூகள்‌) 
(Mecbanics—applications—First order 
Differential Equations) 


10-5. நிலையியகீக வியலின்‌ ஆரம்பதீதில்‌ தோன்றும்‌ கருதீதுக்கள்‌, 
வரையறைகள்‌; விளக்கங்கள்‌ முதலியனவற்றை ஒருவாறு அறிந்த 
வர்கள்‌ பின்வரும்‌ உண்மைகளைப்‌ புரிந்து கொள்ளலாம்‌. 


ஒரு நேர்க்கோட்டில்‌ இயங்கும்‌ ஒரு துகள்‌, £ என்ற குறிப்பிட்ட 
கால இடைவெளியில்‌ 8 என்ற தூரம்‌ செல்லும்போது, ஒரு குறிப்பிட்ட 
கணத்தில்‌ உ என்ற திசை வேகம்‌ பெற்றிருக்குமானால்‌ 


ds த 
9 77 (திசை வேகம்‌) 


dv dv 8 
= TT (திசை முடுக்கம்‌) 
என்பவை முறையே திசைவேகதீதையும்‌ திசை முடுக்கதீதையும்‌ 
குறிப்பிட்ட கணத்தில்‌ தெரிவிக்கின்றன. 


10-6:1. அது மட்டுமன்றி ஒரு சாராமாறி ஒரு சார்புடை மாறி 
யோடு ஒரு சார்பால்‌ இணைக்கப்பட்டிருகீகுமாயின்‌, ஒன்றுக்கொன்று 
மாறும்விகிதம்‌ வகைக்கெழுவினால்‌ அளவிடப்படுகின்ற தென்பதும்‌ 

, a எல்லை & த 
நமக்குதீதெரியும்‌. 2 என்பது, க, ன என நமக்குதீ தெரியும்‌. 
இது, சார்பில்‌ மாறியை யொட்டி சார்புடைமாறி எந்த விகிததீதில்‌ 
மாறுகிறது (வளர்கிறது அல்லது குறைகிறது) என்பதை அளக்கிறது, 
என்ற அடிப்படைக்‌ கருத்து கொண்டு நாம்‌ சில கணக்குகளைப்‌ 
பார்ப்போம்‌. 
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10-6. எடுத்துக்காட்டு (1): ஒரு நாட்டின்‌ குடிமக்கள்‌ எண்‌ 
ணிக்கை 50 ஆண்டுகளில்‌ இரட்டிக்கிறதெனில்‌, எதீதனை ஆண்டுகளில்‌ 
அது மூன்று பங்காகும்‌? குடிமக்கள்‌ எண்ணிக்கையும்‌, ஆண்டின்‌ 
வளர்சீசி வேகமும்‌ நேர்‌ விகிதத்தில்‌ உள்ளனவெனக்‌ கொள்க, 


$20, அதாவது ஆரம்பத்தில்‌ அந்நாட்டு மக்கள்‌ எண்ணிக்கை 1, 
எனவும்‌, ந ஆண்டுகளில்‌ அது ரு என்கிற அளவுக்கு வளர்கிற தெனவும்‌ 
கொள்வோம்‌. கணக்கில்‌ கொடுக்கப்பட்டபடி, 


ல்‌ - சீ எனக்‌ கொள்ளலாம்‌. 


இந்த வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாட்டுத்‌ தீர்வினைக்‌ காண்போமானால்‌ 


d 
அ க J kat; கட்டுப்பாடு ₹=0, ம]. 
எனவே மூ கச“ 
ர, 6” எனவரும்‌. 
£50 எனில்‌ ருஃ2ர, எனக்‌ கொடுகீகப்பட்டிருகீகிற து. 
எனவே 2, = ம) 8% 


அல்லது 50% = 1௦ஐ,2 எனவரும்‌. 














ஆ ல த எனப்‌ பெறுகிறோம்‌. 
மூன்று மடங்காகவேண்டுமானால்‌ 
3y, = Vee ட 7' என்கிற சமன்பாடு பொருந்தும்‌. 
TX a = log,’ 
J = x5 


எடுத்துக்காட்டு (3) : 
ஒருவகைக்‌ கிருமிகளின்‌ ஒரு மணி வளர்சீசி வேகம்‌, எதீதனை 
கிருமிகள்‌ உள்ளதோ அவ்வெண்ணிக்கைக்கு-நேர்விகிததீதில்‌ உள்ளது. 


(ஐ) 4 மணி நேரதீதில்‌ எண்ணிக்கை இரட்டிக்கிறதெனில்‌ 12 மணி 
தேரதீதில்‌ வளர்சீசி யென்ன ₹ 
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௫) 3 மணி நேரம்‌ முடிந்தபோது 104 கிருமிகளும்‌ 5 மணி நேரத்‌ 
திற்குப்‌ பின்பு 4104 கிருமிகளும்‌ இருக்குமானால்‌ தொடக்கத்தில்‌ 
எவ்வளவு இருந்தன ₹ 

ஐ - கிருமியின்‌ எண்ணிக்கை எனவும்‌, 
£ - கால அளவு (மணியில்‌) எனவும்‌ கொள்க. 


அல்லது ௨.4௪ எனப்‌ பெறலாம்‌. 
£0 ஆனால்‌, அதாவது ஆரம்பத்தில்‌ ௨௫ 4. 1 4 எனில்‌; 
24 = Ae என வரும்‌ 
டட a= 2 
4 
12 மணி நேரதீதில்‌ உள்ள கிருமிகள்‌, 
ல - Ae 
= 45 
= (23 
- 8.4 
எனவே 12 மணி நேரத்தில்‌ கிருமிகளின்‌ எண்ணிக்கை 8 மடங்காகும்‌. 


அல்லது ஆ... 


(ஓ) கணக்கில்‌ கொடுக்கப்பட்டபடி 


104 = Ae“ 2-001) 

410% நில? Ae‘ son eo0(2) 
அ 1) லிரூநீ 
க்‌ = ஸு ௦௦ (1) லிருந்த! 

410% ள்‌ 
= நட ப 3491! (லிருந்து 
ஹை, (0ஆல்‌ வகுத்தால்‌, 
ஒ3* = 4 
ek = 2 
எனவே 104 - ,&சீ* 
= 4(2) 
= 84 
10+ 
௪௪ A சொல m2 


- 10 
அதாவது ஆரம்பத்திலிருநீத கிருமிகளின்‌ எண்ணிக்கை -9-% 
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எடுத்துக்காட்டு (3) : 
ஒரு குறிப்பிட்ட சில கட்டுப்பாடுகளில்‌ ஒரு சுவர்‌ வழியாகக்‌ கடந்து 
செல்லும்‌ வெப்பம்‌ 9 என்னும்‌ அளவு; 


aT 


என்ற தொடர்பால்‌ கொடுக்கப்‌ பட்டிருக்கிறது: ட ஒரு மாறிலி; 
K சுவர்ப்பொருளின்‌ வெப்பங்‌ கடதீதுதிறன்‌ (Thermal conducti- 
ஏக்க)? A (சதுர சென்டிமீட்டர்‌) என்பது வெப்பங்‌ கடக்கும்‌ திசைக்குச்‌ 
செங்குத்தாக உள்ள சுவர்‌ முகப்பரப்பு ; 7” என்பது சுவர்‌ முகதீதிலிருந்து 
ஐ (செ.மீ. தூரத்திலுள்ள வெப்பநிலை (Temperature); ல அதிகமாக 
அதிகமாக 1 குறையும்‌. ஒரு குளிர்காப்பு அறையில்‌ (Refrigerator) 
உள்முகம்‌ --556 வெப்பநிலையிலும்‌, வெளிமுகம்‌ 7550 வெப்பநிலையிலும்‌ 
உள்ளது; 78 00025 ; குளிர்காப்பு அறையின்‌ மொத்தம்‌ (thickness) 
100 செ.மீ. இதில்‌ ஒரு சதுரமீட்டர்‌ வழியாக எவ்வளவு வெப்பம்‌ ஒரு 
மணிநேரத்தில்‌ கடக்குமெனக்‌ காண்க 


வெளிமுகதீதிலிருந்து; உள்முகம்‌ நோக்கி ஐ செ.மீ, தூரமுள்ள ஒரு 
புள்ளியை எடுத்துக்‌ கொள்க. 


Q= 4 KA உ என்ற விதிப்படி, 


(௦௦ மீ 











ட அதான அ 
ஒவப்பம 
கடக்கும்‌ திசை 


77௮. 2 ப 
kA 


ஐ=0, 7 = 75° வரையிலும்‌, 
ஐ100, 7 = 55 வரையிலும்‌, தொகை கண்டால்‌ 
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௫ ௦ 100 
75 0 
_5 100 
(௪) “£4 (௪) 
KA 
75 0 
த ட்ட்டு 
தாவது 80 = KA (100) 
்‌ _ 24660 
ட 100 
- 5 74 


= த்‌ X(0025) 1002=20 
எனவே ஒரு'மணிநேரதீதில்‌ கடக்கும்‌ வெப்பம்‌ 

= 2056605660 கலோரிகள்‌ 

72,000 கலோரிகள்‌. 


குறிப்பு: பயிற்சி 10 (5)கில்‌ 10ஆவது கணக்கு காண்க. 


எடுத்துக்காட்டு &: 

2.4 மீட்டர்‌ ஆரமும்‌ 3 மீட்டர்‌ உயரமும்‌ உள்ள ஒரு உருளைதீ 
தொட்டியிலுள்ள தண்ணீர்‌ 245 செ.மீ. ஆரமுள்ள ஒரு துவாரம்‌ வழியாக 
வெளியேறுகிறது. தண்ணீர்‌ மட்டம்‌ ந செ.மீ. இருப்பின்‌, தண்ணீர்‌ 
வெளி3யறு வேகம்‌ ம = 4-8 4/30ஃ செ.மீ.[வினாடியெனில்‌ தண்ணீர்‌ 
முழுவதும்‌ காலியாக எவ்வளவு நேரமாகும்‌ ₹ 

ஒரு வினாடியில்‌ வெளியேறும்‌ தண்ணிரின்‌ கொள்ளளவு 16235 


ர 


% 2-5 4-84/30h கன செ.மீ. 94 வினாடியில்‌ வெளியேறும்‌ தண்ணீர்‌ 
- X30 43h dt கன செ.மீ, 


இதன்‌ காரணமாக தண்ணீர்‌ மட்டம்‌ 8% செ.மீ. குறையுமானால்‌, 
வெளியேறிய தண்ணீரின்‌ கொள்ளளவு, 
= X240X240 dh கன செ.மீ. 
» XOX 4730% dt = -௭)6240%240 dh 
dh _ —30V30h 
1 ஷூ 240240 
A] 
தது 1920 
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௦ ந = 300 ஆரம்பதீதில்‌ 
t, hh = ௦ கடைசியில்‌ 


ch 
| ll 


தொகை காணின்‌ 
௦ t 
ர்‌ 8... dat 
—v30k  ,/ 1920 
300 ௦ 


300 
: (௧) 
40 "1920 
oO 
14750 
2 x 1920 
2x 1920x1043 


104/3 = 


t= 


3 மணி 22 நிமிடங்கள்‌. 
எடுத்துக்காட்டு 5: 

ABCD என்பது செவ்வக அமைப்பிலுள்ள ஒரு குளம்‌. .& என்ற 
முனையில்‌ ஒரு மனிதன்‌ நிற்கிறான்‌. 6 மீட்டர்‌ நீளமுள்ள ஒரு கயிற்றின்‌ 
முனை Bஇல்‌ நிற்கும்‌ ஒரு தோணியில்‌ கட்டப்பட்டு, மற்ற முனை இவன்‌ 
கையில்‌ இருக்கிறது. (படம்‌ 10-65. காண்க). கயிற்றை விறைப்பாகப்‌ 


ட்‌ 





படம்‌ 10654 


பிடிதீதுக்‌ கொண்டே அவன்‌ கரையோரமாக 1988 நோக்கி நடக்கிறான்‌. 
.4ம)யிலிருந்து அந்தத்‌ தோணி 36 மீட்டர்‌ தூரத்திலிருக்கும்போது 
அம்மனிதன்‌ எங்கிருகீகிறன்‌, தோணி எங்கிருக்கிறதென அடங்‌ 
குறிக்கவும்‌. 
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படம்‌ 10-6-5இல்‌ காட்டியபடி, A, A என்பவற்றை முறையே 
ஐ, மூ அச்சுக்களெனக்‌ கொள்க, தோணியானது ஒரு குறிப்பிட்ட. 
சமயத்தில்‌ 2” (ஐ, ஏ) என்ற இடத்திலுள்ளபோது, 4 என்ற இடத்தில்‌ 
அம்மனிதன்‌ நிற்கிறனெனக்‌ கொள்வோம்‌. 228 என்ற கயிறு ழக்கு 
0 அளவு சாய்ந்திருக்கிறதெனக்‌ கொள்வோம்‌. BP என்பது தோணி 
நகரும்‌ பாதையெனக்‌ கொள்க ; அதன்‌ சமன்பாடு ஏ 7(ஐ) எனக்‌ 
கொள்க : 


தொகை காணின்‌; 
(a = Ak 


௫௮0 ஆக விருக்கும்போது, ர=0 
பா்‌ 6+ VEY) 
கடன்‌ கண்‌ ட. மனை வணஷ்‌ 2 om, 
௭ 4036-2433 log (5 
இதுதான்‌ தோணி நகரும்‌ பாதை, (8-0 ஆகும்‌) 
மு = 36 ஆனால்‌ 
ப்ட்‌ 6436+ 4 
ட டட அதத கள்‌ ண்‌ டிரக்‌ ர 
ஐ 3 —4/36—~(3°6)2L3 log | ச 


= 4012௪0 135) 


= 4843 log, (2) 
= _ 4843 1௦ஜ,? 
= 4865916 
க 1-702 மீட்டர்கள்‌ 
AE = 1792448 = 6 மீட்டர்கள்‌ (ஏறக்குறைய) 
எனவே தோணி ABஇலிருந்து 18 மீட்டர்‌ தூரத்தில்‌ இருக்கும்‌; 
மனிதன்‌ 6:6 தூரத்தில்‌ இருப்பான்‌. 





எடுத்துக்காட்டு (6) : 

ரேடியம்‌ (R௨1) எவ்வளவு இருக்கிறதோ அந்த அளவுக்கு நேர்‌ 
விகிதத்தில்‌ சிதையும்‌ (ிdecomposes). 1600 ஆண்டுகளில்‌ பாதி 
சிதையுமானால்‌, 100 ஆண்டுகளில்‌ சிதையும்‌ சதவீதமென்ன ₹ 
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2 அளவு ரேடியமிருப்பின்‌, 
ட - 2 (1) என்பது கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. 130 என்ற 


நிலையில்‌ ௫௭, எனக்‌ கொள்வோம்‌ ; அதாவது ஆரம்பத்தில்‌ ரேடியம்‌ 


அளவு 2௨ 
(1) வருந்து / 22 = ௮ [rat 
log Cx =—kt (C மாறிலி) 
log Cx, = 0 
Cz, = 1 
ட 
ல, 
எனவே 1௦ ட 5 - Kt எனவரும்‌. 


அதாவ அய ச 
அர கா 
0 


41600 ஆகும்போது ௫3௫, எனகீ கொடுகீகப்பட்டிருக்கிற து. 





ட தல 160% 
௯196900714 = — log 2 
log.2 
க 1600 
எனவே 1-100 என்னும்போது 
—log,2 
— =e 1600 x 100 


டிந்த 
2 
“டு” 
2 


= X100 100 16V3 


௦ 


= 100% 9576 ௬95-760 
"ட நூறாண்டுகளுக்குப்பின்‌ உள்ள ரேடியம்‌ = 95764 
எனவே தேய்வு அல்லது சிதைவு 424 


எடுத்துக்காட்டு 7: ஒரு வான்குடை மிதவை (Parachute) 
கொண்டு இறங்குபவன்‌ (Pகrachutist), மிதவை திறக்கும்போது 
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வினாடிக்கு 4:4 மீ. வேகதீதில்‌ இறங்கதீதொடங்குகிறான்‌. காற்றெதிர்ப்பு 
(air resistance) 762 Woy? கி. கிராம்‌ எடையில்‌ = மனிதன்‌; 
மிதவை இரண்டும்‌ சேர்ந்த எடை (கி: கிராம்‌ எடையில்‌); & என்பது 
ஒரு மாறிலி; ம என்பது இறங்கும்‌ வேகம்‌. கிறங்க ஆரம்பித்து 
$ வினாடிகளில்‌ அவன்‌ இறங்கு வே கமென்ன ₹ 


மனிதன்‌, மிதவை சேர்ந்த பொருண்மை (mass) - ; முடுக்கம்‌ ச 


எனவே ர. dv = W— K2Wvz 
g at 
= W(1—K2 v2) 
dv 


dE கை g (1~ K2 v2} 
தொகைகாணின்‌, 
dv 
லது லு ர டப்‌ 


அதாவது, 


1 14+ Av 
2K log (ப அணு gt +A ப்ட்‌ (1) 


கொடுக்கப்பட்டபடி, £0 எனும்போது ஓ 4.4 


A (Na கோ 
25 (ட்ட) 9 Je உ 1440 


ப்‌ த்க்‌ (EE) (EE வஸ்‌ 
்‌* 25 ND ம்‌ ட ரு 


த 144 ட 1444 
1 நிற. நுக்கற்‌ 
ஃ 349: என எழுதலாம்‌. 
ட (kv) —(1—kv) _ Ce? 1 
(Arkv)r(i—kv) Ceti 
8 1 2? 1 
உட 03 ந இரத்‌ 


எனப்‌ பெறலாம்‌. 











e2k9t 


எடுத்துக்காட்டு 8: புவிமையதீதிலிருந்து 8 அடிகள்‌ (feet) 
தூரத்திலுள்ள ௩ என்ற பொருண்மைபெற்ற பொருள்‌; புவிமையத்தை 
நோக்கி ஈர்க்கப்படும்‌ விசை ஈக்கு நேர்‌ விகிதத்திலும்‌ 52க்கு நேர்மாறு 
விகிதத்திலும்‌ உள்ளது. புவியின்‌ மேற்பரப்பிலிருந்து 51 அடி 
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(R=4000%5280) தூரதீதில்‌ உள்ள ஒரு பொருள்‌ அமைதி நிலையி 
லிருந்து விழுந்து; பூமியின்‌ மேற்பரப்பை அடையும்போது அதன்‌ 
வேகம்‌ என்னவிருக்கும்‌? கநீதழிதீ தூரத்திலிருந்து விமுமாயின்‌ 
என்ன வேகமிருக்கும்‌? அதாவது என்ன வேகதீதில்‌ ஒரு பொருளை 
வீசினால்‌, அது புவியீர்ப்பு மண்டலதீதையே தாண்டிச்‌ சென்றுவிடும்‌ 3 
K 
கணக்கில்‌ கொடுக்கப்பட்டபடி, 8 தூரத்தில்‌ ஈர்ப்பு விசை ரீ = க 
K காண, 8௫ இ எனும்போது, முடுக்கம்‌ ஏ அடி/வினாடி2. 
எனவே, ஏ = ன அதாவது &௮ ஐ.15. 


முற்பகுதியில்‌ கொடுக்கப்பட்டபடி, 








dv dv —mgR2 
mf =m கணியம்‌ க கணை ண 
dv ௮ 0712 
அதாவது, 19 ரகு கம்‌ ௨2 
~~ oR2 
அதாவது யம = ட்ட 08 (ய) 


_அல்லது குறைக்குறியிட்டிருப்பதின்‌ காரணம்‌, ௨௧௮ றயும்‌. 
போது, ம மிகுகின்றது. 
(1)இல்‌ ஏ = 0, ௧=5 4) 
உல, 


தொகை கண்டால்‌, 


v 24 
ds 
[rao = ~gR2 ர்‌ ம எவரு 
௦ 5R 
1 1 
த 3 2 = 2 க்க சட்ட ம்‌ 
50 9 ஐ 5R 
= ஏ 


பூமியின்‌ பரப்பின்‌ மேல்‌ விழும்போது 
22 = 8xX32x4000X5280 
”. வேகம்‌ = 2560 4/165 அடி/வினாடி 
அல்லது ஏறதீதாழ 6*2 மைல்‌/வினாடி 
இரண்டாம்‌ பகுதியில்‌ 
ஏ = 0; 8—00 
v= உ) எ 
என்ற இடைவெளிகளில்‌ ()க்குதீ தொகை காணின்‌ 
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ல R 


d 
[= —gR2 ர்‌ எனவரும்‌. 


௦ ௦௦ 
ட. த = gR (ஆ ல) 
= gh 
92 = 2gR 
= 2592564000 % 5280 
ல ம = 64004/33 


*. வேகம்‌ = 6400/33 அடி/வினாடி 

7மைல்‌/வினாடி (ஏறக்குறைய) 

அதாவது 7 மைல்‌/வினாடி .வேகதீதில்‌ ஒரு பொருளை பூமியின்‌ மேற்‌ 
பரப்பிலிருநீது, செங்குதீதுயர திசையில்‌ எறிவோமானால்‌ அது பூமிக்குதீ 
திரும்பிவராது; அதாவது அது புவியீர்ப்பு விசை மண்டலத்தைத்‌ 
தாண்டிச்‌ சென்றுவிடும்‌. 


il 


எடுத்துக்காட்டு 5 : 

நியூட்டனின்‌ வெப்ப இழப்பு। விதிப்படி (Newtons law of 
cooling) 4 உயர்‌ வெப்பநிலையிலுள்ள ஒரு பொருளின்‌ வெப்பமிழப்பு; 
அப்பொருளின்‌ வெப்பநிலைக்கும்‌, சுற்றுப்புற வெப்பநிலைக்கும்‌ உள்ள 
வேறுபாட்டிற்கு நேர்விகிததீதிலிருகீகும்‌.” சுற்றுப்புற வெப்பநிலை 30°C 
ஆக இருக்கும்‌ போது 100° வெப்பநிலையிலுள்ள ஒரு பொருளின்‌ 
வெப்பநிலை 15 நிமிடங்களில்‌ 70“0க்குக்‌ குல றகிறது. எவ்வளவு நேரங்‌ 
கழிதீது, வெப்பநிலை 50°க்கு குறையும்‌ ₹ 

* வினாடிகள்‌ கழிந்த போது வெப்பநிலை 20 எனக்கொள்வோம்‌. 
கணக்கில்‌ கொடுத்தபடி, | 

aT 


t=0, 772100) t=900, 770 
என்ற இடைவெளிகளில்‌ தொகை காணில்‌, 
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அதாவது 1௦ஐ,40--1௦ஐ,70 = 
“9008 


எல. 
இப்போது ₹=0, 7 =100; 


வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


— 900k = log, 
log. 3 
log,1°-75 
log,1°75 
900 
tts ம்‌. ௮0 


எனவரும்‌. 


என்ற இடைவெளிகளில்‌ தொகை காணில்‌, 





50 t 
aT 
= ற்‌ / dt 
J ௫00 ர்‌ 
100 ௦ 
1og,20—log,70 = _ 18222 
“௨. 9001௦2) = 1௦,175 t 
யி 900 1௦ஐ,(£ 
௦1575 
“கழிந்த காலம்‌ = 900% 2-239 வினாடிகள்‌ 
= 33-6 நிமிடங்கள்‌. 
பயிற்சி 10-2 


1. ஒரு துகள்‌ ஒரு நேர்க்கோட்டில்‌ ஓடுகிறது. ஒரு குறிப்பிட்ட 
நேரத்தில்‌, அதன்‌ வேகம்‌, ஒரு குறிப்பிட்ட இடத்திலிருந்து உள்ள 
தூரதீதைவிட 3 அலகுகள்‌ அதிகம்‌. ஆரம்ப வேகம்‌ 5 அலகுகள்‌ 
ஆனால்‌, அதன்‌ இயக்கசீ சமன்பாடென்ன 2 


2. தொடர்சீசியான கூட்டுவட்டி 104 வீதம்‌ கூட்டும்போது 
எதீதனை ஆண்டுகளில்‌ கடன்‌ கொடுதீத முதல்‌ இரட்டிக்கும்‌ எனக்‌ 


ஸ்‌ ர அ ப்‌ ௫ 
கார Be. தார பந்தய கா க.) 


3. நியூட்டன்‌ வெப்ப இழப்புவிதியின்‌ அடிப்படையில்‌, 30°C 
சுற்றுச்‌ சூழலில்‌ உள்ள ஒரு பொருள்‌ 10 நிமிடங்களில்‌ 100°Cஇலிருந்து 
60°C வெப்பநிலைக்கு வருகிறது; 40 நிமிடங்களில்‌ அதன்‌ வெப்பநிலை 
யென்ன ₹ 


4. ஒருவகைக்‌ கிருமிகளின்‌ வளர்சீசி விகிதம்‌ எ. கா. 2இல்‌ கூறிய 
விதிக்குட்‌ பட்டிருக்கிறது. ஒரு மணி நேரத்தில்‌ கிருமிகளின்‌ 
எண்ணிக்கை இரட்டிதீதால்‌ (1)3 மணி3நரத்தில்‌ (2) 6 மணிநேரதீ 
தில்‌ (3) 45 நிமிடங்களில்‌ எவ்வளவு இருக்கும்‌ ? 


நிலையியக்க வியலில்‌ பயன்பாடுகள்‌ 223 


5. ஒரு சதுரதீதொட்டி 180 செ.மீ. நீளம்‌, 270 செ.மீ. உயரம்‌ ; 
2:5 செமீ. ஆரமுள்ள ஒரு வட்டஓட்டை வழியாக தண்ணீர்‌ வெளியேற 
முடியும்‌. எவ்வளவு நேரதீதில்‌ தண்ணீர்‌ நிறைந்த தொட்டி முழுவதும்‌ 
காலியாகும்‌? (எ. கா. 4இல்‌ உள்ளபடி வெளியேறும்‌ வேகம்‌ 48 4/30h 
செ.மீ வினாடி) 


6. ஒரு உருளைவடிவமான தொட்டியின்‌ ஆரம்‌ 64 செ.மீ, உயரம்‌ 
400 செ.மீ. 2 செ.மீ. ஆரமுள்ள ஒரு வட்ட ஓட்டைவழியாக தண்ணீர்‌ 
வெளியேற மூடியும்‌. எவ்வளவு நேரத்தில்‌ தண்ணீர்‌ நிறைந்த தொட்டி 
முழுவதும்‌ காலியாகும்‌? (எ. கர. 4இல்‌ உள்ளபடி வெளியேறும்‌ வேகம்‌. 
4:8 4/00% செ.மீ. /வினாடி) 


7. எ. கா. 8இல்‌ போதுவாக ஒரு பொருள்‌ பூமியின்‌ பரப்பிலிருந்து 

செங்குத்தாக ஏ என்ற வேகதீதோடு வீசி எற்யப்பழ$மானால்‌, (அதாவது 
1 rR 

8=0 எனும்போது 4 ஏ என்ற கட்டுப்பாட்டில்‌) 2-20 + (V2—2gR) 
என நிறுவுக. நிறுவியபின்‌, 8 கந்தழி எல்லையை நெருங்கும்போது, 
ஏ50ஆக இருகீகவேண்டுமாயின்‌ 72>2ஏRஆக இருக்கவேண்டுமென 
நிறுவுக$ இந்தக்‌ கட்டுப்பாட்டில்‌, ஏ=32 அடி/வினாடி2; 4000 மைல்‌ 
என ஈடுசெய்து, ன்‌ மீச்சிறு மதிப்பையறிக. ௭.௨கா. 8இல்‌ கண்ட 
கட்டூப்பாட்டுடன்‌ ஒப்பிட்டுப்‌ பார்க்க. 





8, ௭. கா. 8இல்‌, ஒரு பொருள்‌ ௩ என அளவிட்ட மிகமிக உயரதீதி 
லிருந்து விழுமானால்‌, அது பூமியைசீ சேரும்போது பெற்றிருக்கும்‌ 
20/35 


வேகம்‌ என க. 
(RR) நிறுவு 





9. ஒழுங்கான குறுக்கு வெட்டுப்‌ பரப்பு (017088 sectional area) 
4 உள்ள ஒரு தொட்டியில்‌ 472 (Volume) தண்ணீர்‌ இருக்கிறது. 
குறுக்கு வெட்டுப்‌ பரப்பு ௨ அளவுள்ள ஒரு ஓட்டைவழியாகத்‌ தண்ணீர்‌ 
வெளியேறுகிறது. தொட்டியில்‌ ௩ உயரம்‌ தண்ணீர்‌ இருக்கும்போது, 


ம dh ன்‌ 
வெளியேறு வேகம்‌ 4/2ஏh என ஏற்று 4 த த்ததுயு 4/2ஏh என்ற சமன்‌ 
பாட்டினைப்‌ பெறுக. தண்ணீர்‌ முமுவதும்‌ வெளியேற எடுத்துக்‌ 


கொள்ளும்‌ நேரம்‌ ந்‌ என்ற பொது வாய்பாட்டினை ' நிறுவுக. 
aVigh 
10. ஓர்‌ ஒழுங்கான குழாயின்‌ உள்‌, வெளி ஆரங்கள்‌ முறையேய௰,ஃ 
அதனுள்ளே ஒரு திரவப்பொருள்‌ 7 என்ற வெப்பநிலையில்‌ இருத்தப்‌ 
பட்டிருக்கிறது. வெளிப்புறம்‌ 7 (4 7) வெப்பநிலையில்‌ இருதீதப்‌ 
பட்டிருக்கிறது. அக்குழாயின்‌ வெப்பங்‌ கடதீதுதிறன்‌ &) குழாய்‌ 


224 வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 
அசீசிலிருந்து ஈ* தூரதீதில்‌ வெப்பநிலை 7” ஆனால்‌ வெளியேறு வெப்ப 
ஓட்டம்‌ ட என்பது ராம்‌ 1] என நிறுவுக. 
அவ்வழியாக, மாறாநிலையில்‌, 

மூடு tog.) 284 (T,-T) எனவும்‌ 





ile & ௨1௦ (2) க 
(1i) ர பத்து ஐ. =) 2. Re நிறுவுக. 


(எ. கா. 3இல்‌ காண்க.) 


11. சென்ற கணக்கில்‌ ௨210 செ.மீ 516 செ.மீ; ௩00003 
T,=200°C, T,=30°C எனக்‌ கொண்டு 9-0:6814 கலோரி/வினாடி 
எனவும்‌ ஒரு மீட்டர்‌ நீளத்திற்கு ஒரு மணி நேரத்தில்‌ கடதீதப்படும்‌ 
வெப்பம்‌, ஏறக்குறைய 245,000 கலோரிகளெனவும்‌ நிறுவுக. 


12. ௬ அளவு பொருண்மையுள்ள ஒரு உத்து கூண்டு (அல்லது 
ஏவுகணை Rocket) செங்குதீதாக உ என்ற வேகத்தோடு ஏவப்படுகிறது) 
அதன்‌ பின்புறதீதிலிருந்து ட சார்வேகதீதில்‌ எரிநீத பொருள்‌ பின்‌ 
தள்ளப்படுகிறது. காற்றெதிர்ப்பு ஏதுமில்லை யெனக்கொண்டு 
தப்‌ ண ன - ௬0. என நிறுவுக. ஆரம்பத்தில்‌ ஏவுகணையின்‌ 
பொருண்மை 4; £₹ வினாடிகளுக்குப்‌ பின்பு அதன்‌ பொருண்மை 
M—=ct; T வினாடிகள்‌ அது எரிகிறது; 3' வினாடிகளில்‌ அது பெறும்‌ 


Ml 
வேகம்‌, டீ 1௦9 (ma) -ஏ7 என நிறுவுக. 


உந்து கூண்டு - அகளரிபொருளாற் றலால்‌ தொலைக்கு அல்லது 
உயரத்திற்கு உந்தப்படும்‌) 
13. ஒரு புனல்‌ (1பறறe]) மேல்விட்டம்‌ 10 அங்குலம்‌, கீழ்விட்டம்‌ 
1 அங்குலம்‌, உயரம்‌ 24 அங்குலம்‌ உள்ளது. அது நிறையதீ தண்ணீரி 
ருந்தால்‌ அது காலியாக ஏறக்குறைய 13-7 வினாடிகளாகுமென நிறுவுக. 
(வெளியேறு வேகம்‌ 4-8 ௩ அடி/வினாடி) 


விடைகள்‌ 
பயிற்சி 30:2 
1. s=5et—~3, 2. 693 ஆண்டுகள்‌. 3. 25°C. 
4. பெ 8 மடங்கு; (பே) 64 மடங்கு; (11) 1-682 மடங்கு 
5. நி. 15 வி. 6. 26 நி. 7. V > 6-96 மைல்/வினாடி. 


கலைச்சொற்கள்‌ 


Absolute 
Absolute Value 
Absolute Error 
Acceleration 


Acceleration due to gravity 


Accurate 

Ad Infinitum 

Add 

Addition 

Adjacent 
Admissible solution 
Air resistance 
Algebra, 

Algebraic Expression 
Algebraic function 
Algebraic identity 
Algebraic operator 
Algebraic symbol 
Alternate 

Analysis 

Analytic function 
Analytic method 
Angle 

Angle of inclination 
Answer 
Antilogarithm 
Applied mathematics 
Approximate 


Approximate value 
Arbitrary 
Arbitrary constant 


Arce 
1581-15 


A 


| 


தனி 

தனி/மட்டுமதிப்பு 

தனி/மட்டுப்‌ பிழை 

முடுக்கம்‌ 

புவிஈர்ட்பு முடுக்கம்‌ 

மிகச்‌ சரியான 

முடிவின்‌ றி 

கூட்டு 

கூட்டல்‌ 

அடுதீதுள்ள 

ஏற்கத்தக்க தீர்வு 

காற்றெதிர்ப்பு, காற்றுதீ தடை 

இயற்‌ கணிதம்‌ 

இயற்‌ கணிதக்‌ கோவை 

இயற்‌ கணிதச்‌ சார்பு 

இயற்‌ கணித முற்றொருமை 

இயற்‌ கணிதசீ செயலி 

இயற்‌ கணிதக்‌ குறி 

ஒன்‌ றுவிட்ட 

பகுப்பாய்வு, பகுவியல்‌ 

பகுமுறைச்‌ சார்பு 

பகுமுறை 

கோணம்‌ 

சாய்வு; சாய்வுக்‌ கோணம்‌ 

விடை 

எ திர்மடக்கை, இனமடக்கை 

பயன்‌ முறைக்‌ கணிதம்‌ 

தோராயமான, ஏறக்குறைய, 
ஏறத்தாழ 

தோராய மதிப்பு 

ஏதாமொரு, யாதாமொரு 

ஏதாமொரு யாதாமொரு) 
மாறிலி 

வில்‌ 
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Argument of a function 
Asymptote 


Atmosphere 
Attraction 
Auxiliary Equation 
Auxiliary function 
Auxiliary series 
Auxiliary solution 
Axes of co-ordinates 


Axis 


Bacteria 

Beam 

Binomial 

Binomial co-efficient 
Pisect 

Bisector 


Body 


Calculate 
Calculation 
Calculus 

Calculus differential 
Calculus integral 
Cancel 

Capacity 

Cardioide 

Case 

Case, general 

Case, particular 
Case, Singular 
Case, Special 
Centre 

Centre of curvature 


111111) 


வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


சார்பின்‌ மாறி 

ஈற்றணுகி, கந்தழிதீதொடு 
வரை, கந்தழித்‌ தொடு 
கோடு 

வளி மண்டலம்‌ 

கஉர்ச்சி, ஈர்ப்பு 

ஆணைச்‌ சமன்பாடு 

ஆணைச்‌ சார்பு 

குணைத்‌ தொடர்‌ 

ஆணே தீ தீர்வு 

கிடை, நிலை அச்சுகள்‌), ஆய 
அச்சுகள்‌, ஆயங்கள்‌, ஐ, 9 
அச்சுகள்‌ 

அசீசு; ஆயம்‌ 


கிருமிகள்‌ 

வளை, உத்திரம்‌ 
ஈருறுப்பு 
ஈருறப்புக்‌ கெழு 
இருசமக்‌ கூறிடு 
இருசம வெட்டி 
பொருள்‌ 


கணக்கிடு 
கணக்கி 1, கணிப்பு 


்‌ நுண்கணிதம்‌ 


வடை நுண்கணிதம்‌ 
தொகை நுண்கணிதம்‌ 
நீக்கு 
கொள்ளளவு 
நதெஞ்சுவளை 

வகை 

பொதுவகை 
குறிப்பீட்ட வகை 
தனிச்‌ சிறப்பு வகை 
சிறப்பு வகை 
மையம்‌ 


வளைவு மையம்‌ 


கலைசீசொற்கள்‌ 


Centre of gravity 
Centre of mass 
Cipher 
Circle 
Circle of curvature 
Circular function 
Circular moaasure 
Co-efficient 
Co-efficient differential 
Co-efficient partial 
differential 
Co-efficient successive 
Co-efficient I'otal 
ditfferential 
Coincide 
Compare 
Comparison 
Complete intsgral 
Complete primitive 


Complex root 
Complementary function 
Concentric 

Concentric circle 
Conclusion 

Cone 

Confocal conics 


Conic 

Conic section 

Con juzate roots 
Constant (adjective) 
Constant (noun) 


Constant arbitrary 


Contact 
Contiguous 
Continuity 
Continuous 
Continuous curve 
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புவியீர்ப்பு மையம்‌ 
பொருண்மை மையம்‌ 
பூசீசியம்‌ 

வட்டம்‌ 

வளைவு வட்டம்‌ 
வட்டச்‌ சார்பு 

வட்ட அளவை 

கெழு 

வகைகீகெழு 


பகுப்பு வகைகீகெழு 
அடுத்தடுத்த வகைக்கெழு 


கூடிய (முற்று) வகைக்கெழு 
பொருந்து; ஒன்றுபடு 


ஓப்பிடு 

ஒப்பீடு 

முழுத்தீரீவு முழுத்தொகை 

முற்றிய மூலி, முழ முதற்‌ 
சார்பு 


சிக்கல்‌ மூலம்‌, சிகீகல்‌ தீரீவு 

துணைச்சார்பு, தணை தீதீர்வு 

ஒருமைய, பொதுமையமுள்ள 

ஒருமைய வட்டங்கள்‌ 

முடிவு 

கூம்பு 

பொதுக்‌ குவிய கூம்புவளைவு 
கள்‌ [வெட்டுகள்‌ 

கூம்புவளைவு/ வெட்டு 

கூடம்‌ பின்‌ வெட்டு மகக கோடு 

இணை மலங்கள்‌ 

மாறா 

மாறிலி 

பப்பி 

யாதாமொரு 

தொடுகை 

அ நகமைந்த 

தொடர்ச்சி 

தொடர்ச்சியான 

தொடர்‌ வரை 
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Continuous function 
Continuous variable 
Convention 

Converse 

Conversely 

Co-ordinates 
Co-ordinates polar 
Co-ordinates Rectangular 


Cross-section 
Cross-section uniform 


Cross-sectional area 
Curvature 
Curvature, centre of 
Curvature, circle of 
Curvature, radius of 
Curve 

Curves, family of 


Damped Harmonic motion 
Damped Oscillations 
Damped Vibrations 
Definite 

Definite Integral 

Definite integration 


Degree (angle) 

Degree of a differential 
equation 

Density 

Dependent 

Dependent function 

Dependent variable 

Derivative 

Derived 

Derived equation 

Derived function 

Describe 
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வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 


தொடர்ச்சியான சார்பு 
தொடர்‌ மாறிலி 

மரபு 

மறு தலை 

மறுதலையாக 

ஆயத்‌ தொலைகள்‌ 
போலர்‌ ஆயத்தொலைகள்‌ 


- செங்குதீதசீச ஆயது 


தொலைகள்‌ 
குறுக்கு வெட்டுமுகம்‌ 
ஓழுங்கான குறுக்கு வெட்டு 
முகம்‌ 
குறுக்கு வெட்டு முகப்பரப்பு 
வளைவு 
வளைவு மையம்‌ 
வளைவு வட்டம்‌ 
வளைவாரை 
வளைவு, வளைகோடு, வனைவசை 
வளைவரைக்‌ குடும்பம்‌ 


தணித்த இசையியக்கம்‌ 

தணித்த அலைவுகள்‌ 

தணித்த அத்ர்வுகள்‌ 

வரையறுத்த; குறிப்பிட்ட 

வரையறுதீத தொகை(யீடு) 

வரையறுத்த தொகை காணல்‌ 
தொகையீடு செய்தல்‌ 

பாகை (கோணம்‌) 

வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாட்டுப்‌. 
படி. 

அடர்தீதி 

சார்ந்த 

சார்‌ சார்பு 

சார்புடை மாறி 

வகைக்கெழு (வாகப்பெறுதி) 

வழிவந்த 

வழிச்‌ சமன்பாடு 

வழிச்‌ சார்பு 

வரை, வினக்கிக்கூறு 


கலைசீசொற்கள்‌ 


Determinant 
Determinant, element of 
Diagonal 

Diagram 

Diameter 

Difference 
Differentiable 
Differential 


Differential calculus 
Differential equation 
Differential, degree of 


Differential, order of 
Differential partial 


Direct proportion 
Direction 

Directrix 
Discontinuous 
Discontinuous function 
Discriminant 
Displacement 

Distance 

Distance perpendicular 
Domain 


Earth 

Earth’s attraction 
Eliminant 
Eliminate 
Elimination 
Ellipse 

Envelope 
Equiangular 
Equiangular spiral. 
Equiangular triangle 
Equidistant 


a [1] 


| 111 


| 


[11111 1[] 


[1]]11111/(/। 


229 


அணிகோாவை 

அணிகோவையின்‌ மூலகம்‌ 

மூலைவிட்டம்‌ 

வரிப்படம்‌, விளக்கப்படம்‌ 

விட்டம்‌ 

வேறுபாடு 

வகைக்கெழு காணதீநகீக 

வகையீடு, வகையீட்டு நுண்‌ 
எண்‌ 

வகைநுண்‌ கணிதம்‌ 


- வகைக்‌ கெழுசீ சமன்பாடு 


வகைக்கெழுசீ சமன்பாட்டுப்‌ 
படி 
வகைக்கெழுசீ 
வரிசை 

பகுதி வகைக்கெழுச்‌ சமன்‌, 
பாடு 

நேர்‌ விகிதம்‌ 


சமன்பாட்டு 


.திசை 


இயக்குவரை 
தொடர்ச்சியில்லாத 
தொடர்சீசி.பற்ற சார்பு 
தன்மை காட்டி 

இடப்‌ பெயர்ச்சி 

தூரம்‌ 

செங்குதீதுதீ தூரம்‌. 
அரங்கம்‌ 


பூமி, புவி 

புவியீர்ப்பு 
நீக்கற்பலன்‌, நீக்குறு 
நீக்கு 

நிக்கல்‌, விலக்கல்‌ 
நீள்வட்டம்‌ 

தொடு வளைவரை 
சம௦கரணா 
சமகோணச்சுரூள்‌ 
சமகோண முக்கோணம்‌ 
சமதூர. மான 
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Equilateral 
Equilateral triangle 
Equivalent 


Equivalent equation 


Fvaluate 
Evolute 


Exact 
Fxact differential 
Exact diiferential equation 


Factor 
Factor common 


Factorisation 

Foci 

Foci conjugate 
Focus 

Force 

Form 

Form Standard 
Formula 

Function 

Function Algebraic 
Function Auxiliary 
Function Explicit 
Function Homogeneous 


Function Implicit 
Function Inverse 
Function Polynomial 
Functional Relation 


GCeneralisation 
GCeneralise 
General 


வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


சமபக்க 

சமபக்க முக்கோணம்‌ 

சமம்‌, ஒத்தி, பொருத்தமான 

க பாட (பொருந்திய) பாடு 
யொருத்தமாலா 

மதிப்பிடு 

வரை செங்கோட்டுதீ தழுவி 
வெளிசீ ௬௬ள்‌ 

திருத்தமான 

பொருத்தமான வகைகீகெழு 

பொருதீதமான வகைக்கெயூசீ 
சமன்பாடு 


சினை, காரணி 

பொதுச்‌ சினை, பொதுக்‌ 
காரணி 

காரணிப்பநுதீதல்‌[காணல்‌ 

குவியங்‌ கள்‌ 

இணைக்‌ குவியங்கள்‌ 

குவியம்‌ 

விசை 

வடிவம்‌; உருவம்‌, அமைப்பு 

தீட்டமான அமைப்பு 

வாய்பாடு; சூத்திரம்‌ 

சார்பு 

இயற்‌ கணி சீ சார்பு 

ஆணைச்‌ சார்பு 

வெளிப்படைச்‌ சார்பு 

சபபடிச்‌ சார்பு, ஒருபடிதீ 
தான சார்பு 

உட்படு சார்பு 

நேர்மாறு சார்பு 

பல்லுறுப்புச்‌ சார்பு 

சார்புடைத்‌ தொடர்பு 


பொதவுரை, பொதுவிதி 
பொதுவிதி காஸா 
பொதுவான 


கலைசீசொற்கள்‌ 


Geometry 

Geometry Analytical 
Gradient 

Gradient of a curve 
Gravitation 

Gravity 


Height 

Height of an arc 
Hyperbola 

ty poteneuse 


Identical 
Identity 
Imaginary 
Imaginary root 
Inclination 
Indefinite 
Indefinite Integral 
Independent 
Independent Variable 
indeterminate 
Indeterminate quantity 
Infinite 
Infinite Integral 
Infinite simal 
Infinity 
Initial 
Initial line 

(Polar Co ordinate) 


Initial velocity 


Instant 

Integer 

Integral 

Integral Calculus 
Integral Definite 
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வடிவ கணிதம்‌ 

இயல்முறை வடிவ கணிதம்‌ 
சரிவு; சாய்வு விகிதம்‌ 

வலை காட்டுச்‌ சரிவு 

ஈர்ப்பு 

புவியர்ப்பு 


உயரம்‌ 

வில்லின்‌ உயரம்‌ 
அதிபர வளைவு 
செம்பக்கம்‌ 


சரிவசம 

முற்றொருமை 
கற்பனையான, மெய்யிலா 
கற்பனைத்‌ தீர்வு/மூலம்‌ 
சாய்வு 

வரையறுகீசப்படாத 
வரையறாத தொகை(யீடு) 
சாராத, சார்பற்ற, சார்பிலா 
சாராமாறி 

தேரப்‌ பெறாத, தேரா 
தேராக்‌ கணியம்‌ 

முடிவிலா, கந்தழி 

கந்தழி எல்லைத்தொகை 
நுண்ணெண்‌ 

மேடிவிலி, கந்தழி, எண்ணிலி 
தொடக்கத்தியள்ள 


ஆதிக்கோடு 
க்க வேகம்‌ 
ஆரம்ப 
கணம்‌ 
முழு எண்‌ 
தொகை 
தொகை நுண்‌ கணிதம்‌ 
வரையறுத்த தொகை 
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integrand 
Integrate 
Integrating Factor 


Integration 
Intercept 
Intersect 

Interval 

Intrinsic equation 
Invariable 
Involute 
Irrational 


Irregular 

Isosceles 

Isosceles trapezium 
75050219௨5 triangle 
ltem 


Joint 


Kilogram 
Kilometre 


Lakh 
Latus-rectum 
Law 

Limit 

Limited 

Line 

Line curved 
Line horizontal 
Line Straight 
Line Vertical 
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வகைகீகெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


தொகைச்‌ சார்பு 

தொகைகாண்‌ 

தொகையீட்டுக்‌ காரணி, 
தொகைக்‌ காரணி, தொசை 
காண்‌ காரணி 

கொகையிடல்‌/ காணல்‌, 

வெட்டுத்தண்டு 

வெட்டு 

இடைவெளி 

உள்ளீட்டுச்‌ சமன்பாடு. 

மாறாத, மாற்றமில்லாத 

உட்சுருள்‌ 

அளவுக்கிணங்காத, 
விகிதமுறாத 

ஒழுங்கற்ற 

&ருசம 

இரு சமபக்கச்‌ சரிவகம்‌ 

இரு சமபக்க முகீ2காணம்‌ 


உறுப்பு 


கூட்டு 


லோ கிராம்‌ 
கிலோ மீட்டர்‌ 


இலட்சம்‌ 
மெவ்வகலம்‌ 

விதி 

எல்லை 
எஃலைக்குட்பட்ட 
கோடு, வர்‌, வரை 
வளைகோடு 
கிடைக்கோடு 

நேர்க்‌ காடு 
நிலைக்குதீதுக்‌ கோடு 


கலைசீசொற்கள்‌ 


[Linear 


Linear differential equation 


Locus 

Logarithm 
Logarithm common 
Logarithm Naperian 


Magnitude 
Mass 


Mass; centre of 


Mathematics 
Maximum 
Maximum value 
Measure 
Mechanics 


Method 

Metre 

Metre centi 
Middle 
Minimum 
Minimum value 
Minus 

Minute (angle) 
Minute (Time) 
Modulus 
Motion 
Multiple 
Multiple roots 


Newton’s Law of cooling 


Newton’s laws of motion 
Nodal Locus 
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ஒருபடிக்குரிய 

ஒருபடி வகைக்கெழுச்‌ சமன்‌ 
பாடு 

இயங்கு வழி, இயங்கு பாதை 

மடக்கை 

பொது மடக்கை 

நேப்‌.3யரின்‌ மடக்கை 


பருமன்‌, அளவு 

பொருண்மை, திணிவு, நிறை 

பொருண்மை 
திணிவு 

கணிதம்‌ 

மீப்பெரு 

மீப்‌ பெரு மதிப்பு 

அளவு, அளவை 

நிலையியக்கவியல்‌) 

. வியல்‌ 

வழி, செய்முறை 

மீட்டர்‌ (மீ) ப 

சென்டி மீட்டர்‌ (செ.மீ. 

நடுவான, மையமான 

மீச்சிறு 

மீச்சிறு மதிப்பு 

கழி, குறை 

கலை (கோணம்‌) 

நிமிடம்‌ (நேரம்‌) 

மட்டு மதிப்பு, எண்ணளவு 

இயக்‌ 4ம்‌ 

மடங்கு 

மடங்கு தீர்வுகள்‌ [மூலங்கள்‌ 


மையம்‌ 


இயந்திர 


நியூட்டனின்‌ வெட்ப இழப்பு 
விதி 

நியூட்டனின்‌ இயக்க விதிகள்‌ 

கணுவியங்கு பாதை, 


கணுவொழுக்கு 
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Node 


‘Non-homogeneous 


Non-Linear 
Normal 

Normal to a curve 
Notation 

‘Number 

Number Imaginary 
Number Irrational 


‘Number Rational 


Object 
Operation 


Operation Mathematical 


‘Operator 

‘Operator differential 

Opposite 

Order 

‘Order of a differential 
equation 

‘Ordinary 

‘Ordinate 

Origin 

Orthogonal 

Orthogonal Trajectory 


Oscillation 
Oscillation Damped 
Oscillation forced 
‘Osculating curve 
Osculating plane 


Parabola 
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வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


கணு, சத்திப்புள்ளி, பிரி 
முனை, கோள்‌ சந்தி 

ஓரினமில்லாத, சமபடி 
யில்லாத 

ஒருபடி யில்லாத 

செங்கோடு 

வரைச்‌ செங்கோடு 

குறியீடு, குறியீட்டு முறை 

எண்‌ 

கற்பனை எண்‌ 

அளவுக்கிணங்காத எண்‌, 
விகிதமுற எண்‌ 
விகிதமுறு எண்‌ 


பொருள்‌ 

செயல்‌, செய்கை 

கணிதச்‌ செயல்‌/செய்கை 

செயலி 

வகைகீகெழுசீ செயலி 

எதிரான 

வரிசை 

வகைக்கெழுசீ 
வரிசை 

சாதாரண, பொதுவான 

குதீதாயம்‌, நிலைத்தூரம்‌ 

ஆதி 

செங்குதீதான 

செங்கோண வெட்டுவரை, 
செங்குதீது வெட்டுவரை 

அலைவு, ஊசல்‌ 

குறைந்த அலைவு 

வலிந்த அலைவு 

கொஞ்சுவளை கோடு 

கொஞ்சு தளம்‌ 


சமன்பாட்டு 


பரவளைவு 


கலைச்சொற்கள்‌ 


Parachute 

Parallel 

Parallel curves 

Parallel lines 

Parameter 

Parameters, Variation of 

Parameters, Method of, 
Variation of 


Part 

Partial 

Partial Derivative 

Partial fractions 

Partial differential 
co-efficient 

Partial differential 
equation 

Particular 

Particular integral 

Particular solution 

Path 

Path of a projectile 

Perimeter 

Perpendicular 

Point 

Point fixed 

Point focal’ 

Point Nodal 

Point Stationary 

Point Turning 

Pole 

Pole (polar co-ordinates) 

Pressure 

Primitive 


Primitive complete 


Primitive of a differential 


Equation 
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வான்குடை, மிதவை 
ஒருபோகு; இணை 
இணையான வளைவரைகள்‌ 
இணைக்‌ 2சரடுகள்‌ 
சாராமாறி, தணையலகு 
சாரரமாறி மாற்றம்‌ 


சாராமாறி முறை 


பகுதி 

பகுதிகீகுரிய 

பகு திவகைக்கெழு 
பகுதிப்பின்னங்கள்‌ 


பகுதிவகைகீகெழு 

பகுதி வகைக்கெழுசீ 
சமன்பாடு 

குறிப்பிட்ட, சிறப்பான 

சிழப்புத்தீர்வு/ தொகை 

சிறப்புத்தீர்வு 

வழி, பாதை 

எ றிபொருட்பாதை 

௬ ற்றளவு 

செங்குத்தான, செங்குதீது 

புள்ளி 

நிலைதீதபுள்ளி 

குவியப்புள் ளி 

கணுப்புள்ளி 

கண நிஃப்புள்ளி 

திரும்பற்புள் ளி 

முனை, துருவம்‌ 

ஆதிப்புள்ளி 

அழுத்தம்‌ 

மூலம்‌, முதற்‌ சார்பு; மூலசி 
சார்பு 


முழு முதற்‌ சார்பு, முழு மூலசீ 


சார்பு, முழ மூடம்‌ 
வகைக்கெழுசீ சமன்பாட்டின்‌ 


முதல்‌ 
மூலச்‌ 





சார்பு 
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Property 


Proportion 


Proportion Direct 
Proportion Inverse 


Quadratic Fquation 
Quadratic Expression 
Quantity 

Quantity known 
Quantity unknown 
Quotient 


Radian 

Radian measure 
Radius 

Range 

Rate 

Ratio 

Ratio direct 
Ratio inverse 
Rational 
Rational! number 
Rectangle 
Rectangular hyperpola 
Regular 

Relation 
Relative 
Relative acceleration 
Relative motion 
Relative velocity 
Resistance 

Right angle 
Rocket 

Root 

Rule 
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வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


தன்மை, பண்பு 

விகித சமம்‌, விகிதப்‌ 
பொருதீதம்‌ 

நேர்விகிதப்‌ பொருதீதம்‌ 

நேர்மாறு விகிதப்பொருதீதம்‌ 


இருபடிசீ சமன்பாடு 
இருபடிக்‌ கோவை 
கணியம்‌ 

தெரிந்த கணியம்‌ 
தேராக்‌ கணியம்‌ 


ஈவு 


ஆரையன்‌ 

ஆரையன்‌ அளவு (வை) 
ஆரம்‌ 

இடைவெளி, வீசீசம்‌ 
வீதம்‌ 

விகிதம்‌ 

நேர்‌ விகிதம்‌ 

நேர்மாறு விகிதம்‌ 

அன வுக்‌ கிணங்கிய, விகிதமுறு 
அளவுக்கிணங்கிய எண்‌ 
செவ்வகம்‌ 

செவ்வக அதிபரவளைவு 
ஒழுங்கான 

தொடர்பு 

சார்‌, சாருகின்ற 

சார்‌ முடுக்கம்‌ 
சாரியக்கம்‌ 

சார்வே3ம்‌ 

தடை, எதிர்ப்பு 
செங்கோணம்‌ 


கலைசீசொற்கள்‌ 


‘Second (angle) 

Second (time) 

‘Sector  - 

Segment 

Shape 

Shortest distance 

‘Side 

Simultaneous equations 

Simultaneous differential 
equations 

Singular 

Singular point 

Singular solution 

Solution 

Solution admissible 

Solution general 

Solution particular 

Solution singular 

Solve 

Sphere 

Spiral 

Dpiral equiangular 

Square 

Standard 

Standard form 

Structure 

Bub-normal 

Sub-tangent 

Substitute 

Successive 

Successive differentiation 

Successive integration 

Sum 

Surface 

Surface curved 

Symbol 

Symmetry 

Symmetry, Axis of 
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விகலை 
வினாடி 


்‌ வட்டக்‌ கோணப்‌ பகுதி 


ஆண்டு 

உரு 

மீச்சிறு தூரம்‌ 

பக்கம்‌ 

ஒருங்‌ கமைச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 

ஒருங்கமை வகைக்கெழுச்‌ 
சமன்பாடுகள்‌ 

தனிச்‌ சிறப்பான 

தனிச்‌ சிறப்புப்‌ புள்ளி 

தனிச்‌ சிறட்புதீ தீர்வு 

தீர்வு 

ஏற்கதீ தக்கது தீரீவு 

பொகு தீ தீர்வு 

சிழப்புதீ தீர்வு 

தனிச்‌ சிறப்புத்‌ தீர்வு 


சுருளி 

சமகோணச்‌ சுருளி 
வர்க்கம்‌, சதுரம்‌ 
திட்டமான 

திட்ட அமைப்பு 
அமைப்பு 

கெங்கோட்டடி 

தொடு கோட்டடி 

பிர தியிடு, ஈடுசெய்‌ 
தொடர்ந்து, அடுதீதடுதீத 
தொடர்‌ வகைக்கெழு காணல்‌ 
தொடர்‌ தொகை காணல்‌ 
கூட்டுத்‌ தொகை 

மேற்‌ பரப்பு 

வளைபரப்பு 

குறியீடு 


 சமசீசீரான 


சமச்சீரச்சு 
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Table 
Tangent (geometry) 
Tangent (Trigonometry) 


Term 

Theorem 

Theoretical 
Theoretical Proof 
Theory 

Thermal capacity 
Thermal conductivity 
Thickness 

‘Thin 

Time 

Trajectory 
Trajectory ம 
Trajectory orthogonal 


Uniform 
Uniform velocity 
Unknown 

Unlike 
Unlimited 


Value 
Value Absolute 


Value approximate 
Value maximum 
Value minimum 
Vanish 

Variable 

Variable dependent 
Variable independent 
Variable parameter 
Variable point 
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வகைகீகெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 


வாய்பாடு, அட்டஉணை 

தொடுகோடு/வரை 

கோணக்‌ கணிதத்‌ தகவு, 
இருக கீ 

உறுப்பு 

தேற்றம்‌ 

அறிழறைக்குரிய 

அறிமுறை திறுவல்‌ 

கொள்கை, அறிமுறை 

வெப்பக்‌ கொள்ளளவு 

வெப்பங்‌ கடதீது தீதிறன்‌ 

தடிப்பு, மொத்தம்‌ 

மெல்லிய 

நேரம்‌ 

சமவெட்டு வளைவரை 

ம-சமவெட்டு வளைவரை 

செங்கோணஃவட்டு வனைவரை 


ஒரு சீரான, மாறாத 

சீரான வேகம்‌, மாறாத வேகம்‌. 
தெரியாத 

ஒவ்வாத 

எல்லையில்லாத 


மதிப்பு, பெறுமானம்‌ 
மட்டு மதிப்பு, தனிப்‌ 
பெறுமானம்‌ 
கோராய மதிப்பு 
மீட்பெரு மதிப்பு 
மீசீசிறு மதிப்பு 
மறைதல்‌ 
மாறி 
சார்புடை மாறி 
சார்பில்‌ மாறி 
மாறும்‌ சாராமாறி 
மாறும்‌ புள்ளி 


கலைசீசொற்கள்‌ 


Variate 

Variation 

Variation of parameters 
Volume 


Weight 
Width 


x-axis 


y-axis 


Zero 
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மாறி 
மாறல்‌. மாறுபாடு, மாற்றம்‌ 


்‌ சாராமாறி மாற்றம்‌ 


கன அளவு, பருமம்‌ 


எடை 
அகலம்‌ 


2-அச்சு 


4-அசீசு 


பூசீசியம்‌ 


i. 


2 


ஆ 


க, 


4, 


55 


9. 


10, 


புத்தகப்‌ பட்டியல்‌ 


வகைகீகெழுசீ சமன்பாடுகள்‌_—கொள்கையும்‌ கணக்குகளும்‌ 
_ஏ்யரஸ்‌, F. 

Theory and Problems of Differential Equations 
— Ayres 77 

வகைநுண்கணிதம்‌ 
அ. எட்வார்டஸ்‌ 

Differential Calculu 
—E£dwards 


வகைக்கெழுச சமன்பாடுகள்‌ பற்றிய ஆய்வு நூல்‌ 
_-ஃபார்ஸிதீ 


A Treatisen o Differential Equations 
— Forsyth 


தொகைநுண்கணிதம்‌ (தமிழில்‌) 
—Govindarajan 
வகைக்கெழுச்‌ சமன்பாடுகள்‌ 
_— ஜான்ஸன்‌ . 
Differential Equations 
—Johnson 
பொறியியல்‌, விஞ்ஞான மாணவர்களுக்குரிய வகைக்கெழுச்‌ 
சமன்‌ பாடுகள்‌ 
_லாம்பே, டிரான்டர்‌ 
Differential Equations for Engineers and Scientists 
— Lambe and Tranter 
வகைக்கெழுசீ சமன்பாடுகள்‌ 
மர்ரே 
Differential Equations 
—Murray 
தொகைநுண்கணிதம்‌ 
பிரசாத்‌, கோரக்‌ 
Integral Calculus 
— Prasad, Corakh 
கனவடிவ கணிதம்‌ 
ஸ்மித்‌, C. 
Solid geometry 
— mith, C. 
தொகைநுண்கணிதம்‌ 
_ வில்லியம்‌ ஸன்‌ 
Integral Calculus 
— Williamson 








